NN SAMARSKII 


MÉTODOS 
DE SOLUCION 
DE 
LAS ECUACIONES 

RETICULARES 


A 


A.A. Samarski 
E.S. Nikolaev 


Métodos de solución 
de las ecuaciones 
reticulares 


Tomo 


J1 


Editorial Mir 
Moscú 


Contenido 


Capítulo VI. Métodos iterativos de dos capas . . . 5d 
$ 1. Planteamiento del problema sobre la elección de les pará- 
Metros ILCRALIVOS 4 le o A A 
4. Familia inicial de esquemas iterativos (11). 2. Pro- 
blema para el error (12). 3. Caso autoconjugado (14) 


$ 2. Método de Chebishev de dos capas . . . . . ..«.... 
1. Construcción del conjunto de los parámotros iterativos 
(15). 2. Sobre da inmejorabilidad de la estimación aprio- 
rística (18). 3. Ejemplos de elección del operador D (19). 
4. Sobre la estabilidad computacional del método (22). 
5. Construcción de una sucesión óptima de los parámotros 
iterativos (28) 


$ 3. Mótodo de iteración simple . . ... . . a a 


1. Elección del parámetro iterativo (33). 2. Estimación 
de la norma del operador de transición (35) 


4. Caso no autoconjugado. Método do iteración simple . . . 
1. Planteamionto del problema (37). 2. Minimización 
de la norma del oporador de transición (38). 3. Mini- 
mización de la norma del operador de resolución (45). 
4. Método da simctrización de una ecuación (50). 


$ 5. Ejemplos de aplicación de los métodos iterativos . . . . 
1. Problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo (50). 2. Problema de Dirich- 
let do diforencias para la ecuación de Poisson en una re- 
gión arbitraria (55). 3. Problema de Dirichlot de dife- 
rencias para una ecuación elíptica con covficientes varia- 
bles (62). 4. Problema de Dirichlet de diferencias para 
una ecuación elíptica con derivada mixta (69) 


31 


30 


Capítulo VIE. Métodos iterativos de tres capas . .0i.... 

$ 1. Estimación de la velocidad de convergencia . . . . . 
1. Familia inicial de esquemas iterativos (72). 2. Esti- 
mación de la norma del error (73). 

$8 2. Método semi-iterativo de Chebishey . . ..... +... 


1. Fórmulas para los parámetros iterativos (76). 2 
Ejemplos de elección del operador D (79). 3. Algoritmo 
del método (80). 


$ 3. Método de tres capas estacionario . . . . . . . . .. 


1. Elección de los parámetros iterativos (80). 2, Isti- 
mación de la velocidad de convergencia (81). 


$ 4. Estabilidad de los métodos de dos y tres capas uo 


a los datos a priori... ......... 


f. Planteamiento del problema (84). 2. Estimaciones 
de la velocidad de convergencia de los métodos (86). 


Capítulo VIIL. Métodos iterallvos de tipo variacional 


$ 1. Métodos gradientales de dos capas —......... 


1. Planteamiento del problema sobre la elección de los pa- 
rámotros iterativos (92). 2. Fórmula" para los parámetros 
iterativos (95). 3. JNstimación de la velocidad de con- 
vergencia (96). 4. Inmejorabilidad de la estimación on 
el cazo autoconjugado (28). 5. Propiedad asintótica de los 
métodos gradientales en el caso autoconjugado (101). 


8 2. Ejemplos de métodos gradientales de dos capas . . . . 


1. Método del descenso más rápido (104). 2. Método de 
los defectos minimos (106). 3. Método de las correcciones 
mínimas (107). 4- Método de los errores mínimos (108). 


5. Ejemplo de aplicación de los métodos de dos capas (109). 


$ 3. Método do tres capas de las direcciones conjugadas . . . 


1. Planteamiento dol problema sobro la elección de los 
parámetros iterativos. Estimación de la velocidad do con- 
vergencia (112). 2. Fórmulas para los parámetros iterati- 
vos. Esquema iterativo de tres capas (115). 3. Variantes 
do las fórmulas de cálculo (121). 


g 4. Ejemplos de métodos de tres capas . . . . . +. . +. +. 


1. Casos particulares de los métodos de las direcciones 
conjugadas. (122). 2. Métodos de tres capas localmente 
óptimos (124). 


72 
72 


76 


80 


84 


92 
92 


104 


112 


122 


$ 5. Aceleración de la convergencia de los métodos de dos capas 
en el caso autoconjugado . . . .. +... . . .. .. 0... 


1. Algoritmo del proceso de aceleración (129). 2. Eati- 
mación de la efectividad (131). 3. Ejemplo (133). 


Capítulo 1X. Métodos iterativos triangulares . . .. . . . . 


$ 1. Método de Seidel  ....... . . 1... . . .o. 


4. Esquema iterativo del método (136). 2. Ejemplos de 
aplicación del método (141). 3. Condicionos de con- 
vergencia suficientes (144). 


$ 2. Método de relajación superior —. . . . . ..... - da 


1. Esquema iterativo. Condiciones de convergencia 
suficientes (147). 2. Planteamiento del problema sobre la 
elección del parámetro iterativo (149). 3. Estimación del 
radio espectral (152). 4. Problema de Dirichlet do dife- 
rencias para la ecuación de Poisson on un rectángulo 
(155). 5. Problema de Dirichlet do diferencias para una 
ecuación elíptica de coeficientes variables (160). 


$ 3. Métodos triangulares a A A 


1. Esquema iterativo (163). 2. Estimación do la veloci- 
dad de convergencia (165). 3. Elección del parámetro ite- 
rativo (167). 4. Estimación de la velocidad de convergencia 
de los métodos de Seidel y de relajación (168). 


Capítulo X. Método alternafivo triangular 


$ 1. Tcoría general del método . ............ 


1. Esquema iterativo (172). 2. Elección de los paráme- 
tros jterativos (174). 3. Método para encontrar las magni- 
tudes iniciales 6 y A (178). 4. Problema de Dirichlet de 
diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángu- 
lo (181). 


$ 2. Problema de contorno de diferencias para las ecuaciones 
elípticas en un rectángulo 


1. Problema de Dirichlet para una ecuación de coefi- 
cientét variables (189). 2. Método alternativo triangular 
modificado. (192). 3. Comparación de las variantes dol 
método (200). 4. Tercer problema de contorno (201). 5. 
Problema de Dirichlet de diferencias para una ecuación 
de derivadas mixtas (203). 


129 


136 
136 


147 


163 


172 
172 


189 


$ 3. Método alternativo triangular para ecuaciones ón 
en una región arbitraria —........... ] 
1. Planteamiento del probloma de diforencia (207). 2, 
Construcción del método alternativo triangular (209). 
3. Problema de Dirichlot para la ecuación de Poisson en 
una región arbitraria (214). 


Capítulo XT, Método de las direcciones variables . . . . . . 


$ 4. Método do las direcciones variables en el caso conmutativo 
1. Esquema iterativo dol mótodo (218). 2. Planteamiecn- 
to del problema sobre la elección de los parámetros (220). 
3. Transiormación fraccional lineal (223). 4. Conjunto óp- 
timo de parámetros (225). 


8 2. Ejemplos de aplicación del método . . ........ 
t. Problema de Dirichlot de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo (229). 2. Tercer problema do 
contorno para una ecuación elíptica con variables separa- 
bles (233). 3. Problema de Dirichlet de diferencias con 
orden de exactitud clevado (239). 


$ 3. Método do las direcciones variables en el caso general . . 
4. Caso de operadores no conmutativos (244). 2. Proble- 
ma de Dirichlot do diferencias para una ecuación elíp- 
tica de cocficientes variables (247)." 


Capítulo XI, Métodos de resolución de ecuaciones con operado- 
res sin signo definido y degenerados . . ....... +... 


$ 4. Ecuaciones con un operador real sin signo definido . . . 
1. Esquema iterativo. Problema de la elección de los 
parámetros iterativos (251). 2. Transformación del ope- 
rador en el caso autoconjugado (254). 3. Método iterati- 
vo con los parámetros de Chcbishev (258). 4. Métodos 
iterativos de tipo variacional (262). 5. Ejemplos (264). 


$ 2. Ecuaciones con un operador complejo . . . . . . . 


í. Método de iteración simple (267). 2. Método de las 
direcciones variables (271). 


$ 3. Métodos iterativos generales para ecuaciones con un opera- 
doy degenerádo 24: 2 idas A a 
4. Esquemas iterativos en ol caso del operador no degene- 
rado B (275). 2. Método iterativo de los defectos mínimos 
(279). 3. Método con, los parámotros de Chébishev (283). 


207 


218 
218 


229 


244 


201 
201 


267 


275 


$ 4. Métodos especiales ———. . .. +... ...... A sá 
1. Problema de Neumann de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo (289). 2. Método directo para 
el problema de Noumann (293). 3. Esquemas iterativos 
con un operador degenerado B (296). 


Capítulo XIII. Métodos iterativos de resolución de ecuaciones 
no lineales . ............ Po a a 


$ 1. Métodos iterativos. Teoría general . . . . .... . .. 


1. Método de iteración simple para ccuaciones con un 
operador monótono (302). 2. Métodos itorativos para el 
caso de un operador diferencial (305). 3. Método de New- 
ton-Kantorovich (309). 4. Métodos i¡terativos bietápicos 
(313). 5. Otros métodos iterativos (317). 


$ 2. Métodos de resolución de esquemas de diferencias no li- 
MODOS. E dl ls e o e adds a e lo 


4. Esquema de diferencias para una ccuación cuasilineal 
elíptica unidimensional (320). 2. Método de iteración 
simple (329). 3. Métodos iterativos para ecuaciones elíp- 
ticas cuasilineales en diferencias en un rectángulo (331). 
4. Métodos iterativos para ccuaciones débilmente no 
lineales (338). 


Capítulo XIV. Ejemplos de resolución de ecuaciones elípticas 
reticulareSs —. . .......... A 


$ 1. Procedimientos de construcción de esquemas iterativos 
implícito3 . . . .... +... 


1. Principio de regularización en la teoría general do los 
métodos jteralivos (341). 2. Esquemas iterativos del 
operador factorizado (346). 3. Procedimiento de inver- 
sión implícita del operador B (método bietápico) (351). 


$ 2. Ejemplos de resolución do los problemas de contorno elíp- 

BICOS. ¿EA RA o 
L: Métodos dirsotos e iterativos (354). 2. Problema de 
Dirichlet de diferencias con EINadO orden de exactitud 
eri el caso multidimensional (364). 3. Tercer problema do 
contorno para la ocuación con vada mixtas en el 
rectángulo (363). 4. Métodos iterativos para resolver un 
problema de diferencias (368). 


289 


302 
302 


341 


341 


394 


Y 


$ 3. Sistemas de ecuaciones elípticas . . . . . . .. . +. . 


1. Problema de Dirichlet para un sistema de ecuaciones 
elípticas en un paralelepípedo p-dimensional (377). 2. 
Sistema de ecuaciones' de la teoría de elasticidad (382). 


$ 4. Métodos de resolución do las ccuaciones a en las 
regiones no regulares . . . .. .. ... 


1. Problemas de diferencias en las regiones de” forma 
compuestá y métodos para resolverlos (386). 2. Método 
de separación de regiones (387). 3. Algoritmo del método 
de separación de regiones (392). 4. Método de completar 
la región hasta del rectángulo (396). 


Capítulo XV. Métodos de resolución de ccuaciones elípticas en 
coordenadas curvilíneas ortogonales . . . . . ELA ay o o 


$ 1. Planteamiento de los problemas de contorno para ecua- 
cionos diferenciales —. . . . . . .... . . . . . . . .. + 


1. Ecuaciones elípticas en un sistema cilíndrico de coor- 
denadas (400). 2, Problemas de contorno para ecuaciones 
en ol sistema cilíndrico de coordenadas (403). 


$ 2. Resolución de problemas de diferencias en un sistema ci- 
lindrico de coordonadas . .... +. . Eo A 
1. Esquemas de diferencias sin deivadss mixtas en el 
caso de simetría axial (408). 2. Métodos directos (412). 3. 
Método de las direcciones variables (414). 4. Rosolución 
de ecuaciones definidas sobre la superficie de un cilindro 


(419). 
$ 3. Resolución de problemas de diferencias en un sistema po- 
lar de coordenadas ........ E AM 


1. Esquemas de diferencias para ecuaciones en un cir- 
culo y en un anillo (423). 2. Solubilidad de los problemas 
de contorno de diferencias (426). 3. Principio de super- 
posición para un problema en un círculo (429). 4. Méto- 
dos directos de resolución de ecuaciones en un círculo 
y en un anillo (432). 5. Método de las direcciones varia- 
bles (433). 6. Resolución de problemas de diferencias en 
un sector angular (436). 7. Caso genoral de coeficientes 
variables (439). 


Suplemento; Construcción del polinomio de menor 


desviación del cero... ... oo... ... A 
BIDIIORTIÍA:> + EA a o 2 
Indice alfabético . .* . .. +... ..... ... o ds 


400 


400 


408 


423 


Capítulo 
VI 


Métodos iterativos 
de dos capas 


En este capítulo se examinan los métodos itorativos de dos capas 
para resolver la ecuación operacional Au — f. Los parámetros ite- 
rativos se eligen utilizando la información a priori sobre los opera- 
dores del esquema iterativo. En cl $ 1 se plantea el problema de elegir 
los parámetros para un esquema de dos capas. En los $5 2 y 3 esto 
problema se resuelve para el caso autoconjugado. Aquí están cons- 
truidos el método de Chebishev y el método de iteración simple. En 
el $4 se estudian varios métodos de elegir el parámetro iterativo 
en el caso no autoconjugado en función del volumen de información 
a priori. En el $ 5 se examinan algunos ejemplos de aplicación de los 
métodos construidos para la resolución de las ecuaciones reticulares. 


S 1. Planteamiento del problema 
sobre la elección de los parámetros iterativos 


1. Familia inicial de esquemas iterativos. En el capí- 
tulo V fue mostrado que los problemas de contorno de dife- 
rencias para ecuaciones olípticas representan sistemas espe- 
ciales de ecuaciones algebraicas, las cuales pueden inter- 
pretarse como ecuaciones operacionalos de primer género 


Aus] (1) 


en un espacio de Hilbert real Y. En algunos casos particu- 
larcs estos esquemas pueden ser resueltos efectivamente 
por medio de Jos métodos directos, estudiados en los capí- 
tulos I—IV. En el caso general uno de los métodos aproxi- 
mados de resolución de ecuaciones elípticas reticulares es 
el método de las iteraciones. Comenzaremos el estudio de los 
métodos iterativos por los métodos de dos capas más sim- 
ples: el método de Chebishev y el método de iteración simple. 


14. 


Para la resolución aproximada de la ecuación (1) de un 
operador lineal A no degenerado, prefijado en Y, examina- 
remos el esquema iterativo de dos capas implícito 


But 4 Aya 1, k=0, 1, +... (2) 


con una aproximación inicial arbilraria y, € H. Aquí (fr) 
es una sucesión de parámetros iterabivos, y B es un operador 
lineal no degenerado arbitrario, que actúa en A. Respecto 
a Ja mejor elección del operador B el problema será estudiado 
por separado, aquí sólo señalaremos que cl operador B debe 
ser fácilmente inversible. 

Investigaremos la convergencia del esquema iterativo (2) 
en el espacio energético £í y, generado por un operador 
en F autoconjugado y definido positivo arbitrario. 

Como el operador B' no es fijo, enlonces (2) genera una 
familia de esquemas ¡terativos a la cual llamaremos familia 
inicial, 

En el capítulo V fue mostrado, que para estudiar la con- 
vergencia de un método iterativo es necesario investigar el 
comportamiento de la norma en 17 ¡, del error 2, = y, — U 
cuando k =— 9, dondo y, es la aproximación iterativa, obte- 
nida por el esquema (2) y u es la solución de la ecuación (1). 
El método iterativo converge en /f y, si la norma del error 
2, en H y converge a cero, cuando k tiende a infinito. 

Ya que la velocidad de convergencia depende de la 
elección de los parámetros iterativos T,, entonces ellos deben 
ser elegidos de manera tal, que la velocidad de convergencia 
sea máxima. 

2. Problema para el error. Investiguemos primeramente 
la convergencia de los esquemas iterativos de dos capas (2). 
Para esto obtendremos la ecuación a la cual satisface el 
error Z,. 

Sustituyendo y, = 2, +u para k=0,1, ... en (2) 
y teniendo en cuenta la ecuación (1), hallamos 


BATA y. Az, =0, k =0, ad za =Yp—U, 


Tk+L 


es decir el error z; satisface una ecuación homogénea. Resol- 
viendo esta ecuación con respecto a Zp+41: 


2r+1 5 (E — Tr+1B A) 2 
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y poniendo z, = D-"/2x,, pasamos a una ecuación pata el 
e equivalente Zn, la cual contendrá un operador. La 
ecuación para zx; tendrá la forma 


O Sh+iZo» Sh+1 = E-— ¡AS 
¡AA AA (3) 


donde C = DIPBAAD2. En virind del cambio hecho 
os válida la igualdad 


zz ll = 110%, 11 = 112, Ip» 


por eso el problema de investigar la convergencia del método 
iterativo (2) en A p se reduce al estudio de la sucesión numé- 
rica | zx, |, k=41, 2, donde Tr está definido en (3). 
Hallemos la soluci ión de la ecuación (3). De (3) obtenemos 

k 


2h = Un otos Pro =1]S Si=8 nn ae Si. 


De aquí se infiere la o estimación para Ja norma del 
error 2, en ff p: 


Zn lp = (zx 1<IZx, o 1111 zo 1] = 
Pro 411 Zo ll o- (4) 


El operador Tx,p se llama operador de resolución (solvente) 
para la h-ésima iteración, y S» operador de transición de la 
(le — 1) ésima iteración. 

De Ja estimación (4) se desprende, que el método iterati- 
vo (2) convergo en HT y, si la norma del operador de resolu- 
ción Try tiende a coro, al tender k a infinito. 

De esta forma el problema de investigar la convergoncia 
del esquema iterativo (2) en ¿7 y está reducido al estudio del 
comportamiento de la norma del operador solvente Fa, 
en el espacio 4 en dependencia del número k de la iteración. 
El operador de resolución 7, , se determina por el 
operador € y los parámetros iterativoS Ti, Tar - - +, Tho 

Considerando el operador € fijo, nos plantearemos el 
problema de elegir los parámetros fr, de manera tal, que 
el método iterativo converga. Entre los métodos iterativos 
convergentes el método óptimo será, evidentemente, aquel 
cuyos parámetros Ty garanticen la obtención de una exacti- 
tud dada e>>0 en un número mínimo de iteraciones. En 
virtud de la estimación (4) a esta exigencia se le puede dar 
la siguiente forma oquivalente: para rn dado construir un 


13 


conjunto de parámetros iterativos Ty, To, «+ -, Ta, Para 
la cual la norma del operador. 7, ,, sea mínima. 

3. Caso autoconjugado. Daremos ahora un planteamiento 
riguroso del problema sobre la mejor elección de los pará- 
metros MHerativos para el esquema de dos capas (2). Iste 
problema tendrá solución para determinadas suposiciones 
respecto de los operadores 4, KB y D. Formulemos estas supo- 
siciones. 

1) Supondremos, que los operadores A, BB y D son tales, 
que el operador DB-14 es autoconjugado on ff. Si se cumple 
esla suposición, entonces diremos, que estamos examinando 
el caso autoconjugado. 

+2) Sean dadas las constantes y, y ya do equivalencia ener- 
gótica entre los operadores D y DIA, es decir las constan- 
tes de las desigualdades 


VD E<DBA E Y2D, y >0, 
DBA = (DB-4y. (5) 


La segunda suposición determina cl tipo de información 
a priori sobre los operadores del esquema iterativo; esta 
información se utiliza durante la construcción de las fór- 
mulas para los parámetros iterativos cn el caso autoconju- 
gado. 5l ejemplo más simple, para el cual se cumple Ja 
suposición sobre la aurtoconjugación del operador DB-14, 
es ol siguiénte: 4 = AF, D == B = E, es decir se examina 
un esquema explícito en el espacio de partida E para la 
ecuación (1) con el operador autoconjunto A. En este caso 
la información a priori consiste en prefijar las cotas del 
operador A. Ejemplos más complejos de elección del ope- 
rador DP serán cxaminados más adelante. 

Do esta forma, supongamos que se cumplen las condicio- 
nes; (5). De (5) se deduce, que el operador € =D-""P x 
Xx (DB-PA4) D'f? es autoconjugado en Af, y y,, Ye SON SUS 
cotas, es decir 


YUE<CS< YE y>0 Cr=ttf= 

= DAP(DBA) DAR. (6) 
En efecto, poniendo x = 0-14%y en las desigualdades 

Y, (Dz, 2) < (DB-"4Axz, 2) < ya (Dz, 2), 


obtendremos las desigualdades (6). De esta manera, las 
suposiciones hechas más arriba respecto a los operadores 
A, B y PD son equivalentes a las condiciones (6). 
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Formulemos ahora el problema sobre la elección óptima 
de los parámetros iterativos para el esquema (2). De la deti- 
nición dol operador solvente P, ¿ y de las condiciones (6) 
se desprende, que el operador F' y = Th y (€) es autocon- 
jugado en FT y la norma del polinomio operacional F,,y (€) 
se estima de la siguiente manera: 


n 
Prot máx | 1] (17,8). 
vet y Rk=1 


De la estimación (4) se deduce, que en el caso autocon- 
jugado log parámetros ileralivos T,, Ta, +. +, T, deben ser 
elegidos de manera tal, que el máximo del módulo del poli- 


n 
nomio P, (1) = |] (1 — txt), construido según estos pará- 
h=1 


metros, sea mínimo on el segmento [y,, y], es decir necesila- 
mos hallar los parámetros de la condición 


n 
mín máx | [] (1 > a 8) | = máx |pr (|. 
(7 1) Y <iSys h=1 MELEY, 


lemtonces para el error del método (2) será cierta la estima- 
ción | 2, llo < %n 1 Zo lp, donde 


Gn= máx |P, (£)|. 
Mm <iZYs 


El problema formulado más arriba es un problema clásico 
del minimax. En el $ 2 se da la resolución de este problema 
y se construirá el conjunto de los parámetros T,, Ta, + + ., Tp. 
El método iterativo con dicho conjunto de parámetros se 
llama método de Chebishev. En la literatura este método 
también lo llaman método de Richardson. 


S 2. Método de Chebishev de dos capas 


1. Construcción del conjunto de los parámetros itera- 
tivos. En el $ 4 fue mostrado que la construcción de un 
conjunto óptimo de parámetros Jlerativos T¡, Ta, + + -, Tn 
se reduce a encontrar al polinomio 2, (t) del tipo P, (1) = 


n 
= || (1 — 1,1), cuyo módulo máximo sobre cl segmento 


lia 


[y,, Y3] sea mínimo. 
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Resolvemos este problema. Ya que el tipo de polinomio 
se determina por la condición de normación P,, (0) == 1, 
entonces el problema indicado se formula de la siguiente 
forma: entre todos los polinomios de grado », que toman el 
valor 1 en el punto £ == 0, hallar el polinomio que menos se 
desvía del cero sobre el segmento [y,, yal, el cual no contiene 
el punto 0. 

La solución de este problema fue obtenida por el mate- 
mático ruso V. A. Markov en 1892 y está citada en el suple- 
mento. El polinomio buscado P, (1) tiene Ja forma 


PalO=aT (2), qa =— HA (1) 
n Ll Do ¡EA EN 


donde 7, (x) es el polinomio de Chebishevy de primer género 
y de grado n, 


7 ( lego ESPA 
Aa ch (n Arch x), [x]>1, 


a 297 a 2 
EA? 0 >? 
_ At AVE 2. Y 
Po= TE: ¡trar (2) 
Con esto máx  |P,(t)| =Gq,. De aquí se deduco 
, , MSGIGY | 
la estimación para la norma del error z, en Ap: 
I £n Mz <= Gn ! 2 lo» (3) 


donde q, está definido en (2). 

Obtengamos las fórmulas para los parámetros iterativos. 
Como los polinomios que se encuentran en los miembros 
primero y segundo do (1), toman el mismo valor, igual a 1, 
para ¿ =0, entonces la identidad en (1) tendrá lugar sola- 


menle en aquel caso, cuando el conjunto de las raices de 


1 — Tot 


los polinomios P, (t) y 7, coincidan. El polinomio 


P,, (t) tiene las raíces l/T,, k =1, 2, ..., a, y el polino- 
a .. > . 2-1 

mio 7, (x) tiene las raíces iguales a — cos (E 5) ; 

i=1,2,..., rn. Si designamos mediante Y, el conjunto 

de raíces del polinomio de Chebisheov 7, (x): 


1, =( —cos 4 1 i=1, rv (4) 
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entonces obtendremos la siguiente fórmula para los pará- 
metros iterativos: 


Ta = Tol(l + Pol), rn EM in, 
kx=1,2,..., Ro (5) 


Aquí uz € M, significa, que en calidad de 1, deben ele- 
girse sucesivamente todos los elementos del conjunto M,. 

De la fórmula obtenida para los parámetros Tj 30 Ye, 
que para el cálculo de los parámetros iterativos es necesario 
dar el número r de iteraciones. Estimemoslo. En calidad 
de condición para la terminación del proceso de iteraciones 
se toma la desigualdad 


li Zn lo < € Jl Zo lo 


y se llama número de iteraciones el menor entero », para el 
cual se cumple esta desigualdad. 

De (3) se deduce, que para el método examinado el nú- 
mero de iteraciones se encuentra de la desigualdad q, < e. 
Utilizando (2), resolveremos esta desigualdad. Obtendremos 


n>m(0), nte)=1n(L4 Y La — ppm. 


Frecuentemente se utiliza una fórmula más simple para 
My (E) 


nn, (e), ny(e) =1n [Un = : (6) 


Después que ha sido hallado el númoro exigido 2 de itera- 
ciones, por la fórmula (0) se puede construir el conjunto de 
parámetros iterativos. 


De esta forma, para el esquema implícito de dos capas 


B Bulk Ay =f, k= 0, 1, ..».y Y EH, (7) 


ThR+1 


está demostrado 
TEOREMA 1. Supongamos que se cumplen las condiciones 
YD <DBYA <YD, yv, >0, DBA = (DB-14)*, 
D =D*>0. (8) 
Entonces el proceso iterativo de Chebishev (7), (4), (9), (2) 
converge en H y y para el error z,, tiene lugar la estimación (8). 
Para el número de iteraciones es válida la estimación (6). 
De las estimaciones obtenidas se desprende, que en el 
caso autoconjugado la velocidad de convergencia del método 
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de Chebishev depende de la relación E = y,fyo, y al mismo 
tiempo la velocidad de convergencia será mayor mientres 
mayor sea £. 

2. Sobre la inmejorabilidad de Ja estimación apriorís- 
tica. Mostremos ahora, que en la clase de las aproximacio- 
nes iniciales arbitrarias y, la estimación, obtenida en el teo- 
rema 1 para el error del método de Chebishev, es inmejorable: 
en el caso de un espacio 1 de dimensión finita. Es suficiente 
indicar una aproximación inicial y, con la cual para la 
norma del error equivalente zx, tenga lugar la igualdad 
lbn ll = gn If xp HU. Nosotros hallaremos el error inicial xp, 
el cual garantiza el cumplimiento de esta igualdad, y en 
virtud de la relación entre los errores 2, y ta, 24 = D — 57 A 
la aproximación ¡ea Y, se determina entonces por la 
fórmula yy =u+D ?zx, 

Hallemos el zx, buscado. Sea E un espacio do dimensión 
finita (4 = H y). Ya que el operador € es autoconjugado 
en H, entonces existe un sistema completo de funciones 
propias U,, UV», - - -, Uy del operador €. Designemos median- 
te Aj el valor propio del operador €, correspondiente a la 
función propia U,. Sean los valores propios ordenados 
AM ÁÍtk<L... LAy. Entonces como cotas del operador € 
se pueden tomar Y=%d Y =An- 

pos en calidad de error inicial zx, la función propia 

. De la ecuación para el error xp: 


Epi =S (E — Tag) dp, k=0,1,..., 29 =8 y 
la igualdad Cry = Anda obtendremos sucesivamente 
= (E — 1,€) 2, = (1 — T1P1) U, = (4 — TY) Lo, 

= (E — 19€) 2, = (1 — 11y1) (E — 720) %y = 
= (1 — T1Y1) (l — Toys) Zo, 


n 


ty = [) (1 — Tapa) Zo = Pa (Y) (Zo). 
kh=1 


Sustituyendo t = y, en (1) y teniendo en cuenta Ja igual- 
dad 4 — TY, = Po, calcularemos P, (Y) = Gan (1) = Gn 
y, por consiguiente, 


Ln = Into» 1 Zn ll >= 9 1 ll, 
lo que se exigía demostrar. 
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Do esta forma, está mostrado, que la estimación aprio- 
rística obtenida on el teorema 4 no es mejorablo en la clase 
de las aproximaciones iniciales arbitrarias. 

3. Ejemplos de elección del operador D. Citomos algunos 
ejemplos de elección del operador D. Recordemos, que el 
método de Chebishev se examina suponiéndose la autocon- 
jugación del operador DB-14. Más abajo serán indicadas 
las exigencias a los operadores A y B, con las cuales esta 
suposición se cumple para el operador D elegido. Para cada 
elección concreta del operador D serán expuestas las desi- 
gualdades que prefijan la información a priori sobre los 
operadores del esquema iterativo, Esta información se uLi- 
liza para construir el conjunto de parámetros iteralivos 
en el método de Chebishey. 

EXAMINEMOS EL PRIMER EJEMPLO. Sean ÁA y % operadores 
autoconjugados y definidos positivos en ff. fóíntoncos en 
calidad del operador D se puede tomar uno de los siguientes 
operadores: Á o B. Si, además, el operador B está acotado 
en ¿f, entonces se puede tomar D = 4-4. Con esto la 
información a priori se reduce a» prefijar las constantes de 
equivalencia energética de los operadores A y 4: 


YB EAS VB, y>0 B>0. (9) 


En efecto, es necesario mostrar que se cumplen las si- 
guientes condiciones: el operador D elegido es autoconjugado 
y definido positivo en 17, el operador DB-1A es auloconju- 
gado en H, y las desigualdades (8) y (9) son equivalentes. 

La autoconjugación de los operadores D y DRB-1A para 
todos los casos examinados se deduce de la autoconjugación 
de los operadores A y B. Para el caso, cuando D = 4 0 
D =5B, el hecho que D sea definido positivo se infiere de 
que los operadores A y $B Jo son también. Mostremos ahora, 
que E operador D = AB*4 es también definido positivo 
en ¿. 

En efecto, supongamos que se cumplen las condiciones 
formuladas más arriba sobre los operadores A y B: A = 
=A* >af£, B=B*>PE, (Bl <Milizll a, Br 
> (0, MM <oo. De estas condiciones y de los lemas 6 y 8 
dol $1 del cap. V obtendremos, que B-1>L E y (42, 4x)> 
_0(4xr, 2) > 0% (2, 2). De aquí hallaremos para la ener- 
gía del operador DP la estimación por debajo o inferior 


(Dz, 2) = (AB-Az, x) = (BulAz, Ar) > 5 (4%, Az) > 
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S (x, x), es decir PD > 5 E. Por consiguiente, está 
demostrado que el operador D = AB-1A es definido posi- 
tivo. 

Mostremos ahora, que las desigualdades (8) y (9) son 
equivalentes para el ejemplo examinado. En efecto, supon- 
gamos que se cumplan las desigualdades (9): 


Y (Bz, x) < (Az, 2) < Ya (BZ, 2), Yi > O. (10) 


Si D=B, entonces DB-14 = A y, por consiguiente, 
las desigualdades (10) y (8) coinciden. Sea ahora D = AB-!A. 
En este caso DB-4 == AB-L4B-4 y, poniendo x = B-Ay 
en (10), obtendremos 


Y; (AB-4y, y) <(ABAy, BAy) < Ya ABAJy, y) 


Ós 


Y (Dy, y <(DB-4y, y) < Ya (Dy, y), 


es decir, obtendremos las desigualdades (8). El paso inverso 
de (8) a (10) es evidente. 

Sea D = 4, entonces DB-4 = AB-14. Del jema 9 
del $ 1 cap. V se deduce que para los operadores Á y B 
autoconjugados y definidos positivos las desigualdades (10) 
y las desigualdades 


Y1 (A DG z) < (B- Ly z) < Ye (4 do z), Yi > 0 


son equivalentes. Poniendo aquí zx = Ay, obtenemos las 
desigualdades (8). El paso inverso es evidonte. 

Esta desigualdad permite demostrar inmediatamente 
que D es definido positivo: 


(Dz, x) > ay (1, 2). 


En efecto, (Dx, x) = (B4x, Ax) > y, (47'4z, Az) = 
= Y (Az, 2) > Ya (e, 2). 

SEGUNDO EJEMPLO. Sean Á y B operadores en í autocon- 
jugados, definidos positivos y conmutativos: A = A* > 0, 
B x= B*>0, AB =BA. Si en calidad del operador D 
tomamos el operador A?, entonces la información a priori 
puede ser dada en forma de las desigualdades (9). 

Realmente la autoconjugación y la definición positiva 
del operador D se desprenden de la autoconjugación y no 
degeneración del operador A. Luego, DB-14 = A (AB"") A, 
y como los operadores A y B conmutan, entonces también 
conmutan los operadores A y B”*. De aquí y de la autocon- 
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jugación de los operadores A y B se deduce la autoconju- 
gación del operador DB-14. 
En el caso dado las desigualdades (8) tienen la forma 


Yi (Az, Ax) < (AB-Ar, Az) < Ya (Az, Ax), Y > 0. 


Poniendo aquí x = 4 -1B*f*y y utilizando la conmutatividad 
de la raíz del operador B con el oporador 4, hallamos 


v (By, y) < (Ay, Y < va (By, y) 


es decir obtendremos la desigualdad (9). El paso inverso de 
(9) a (8) es evidente. 

EXAMINEMOS UN EJEMPLO MAS. Sean ÁA y B operadores 
no degene os arbitrarios, que satisfacen la condición 


B*A = A*B. (14) 


Si en calidad de D elegimos el operador A*A, entonces la 
información a priori puede ser dada en forma de las desi- 
gualdades 


Y (Ba, Ba) < (Az, Ba) < ya (Bz, Bx), y >0. (12) 


La autoconjugación del operador D es evidente, y la defi 
nición positiva se deduce de la no degeneración del opera- 
dor A. Como el operador B es no degenerado, entonces las 
condiciones (11) pueden ser escritas en forma de las condi- 
ciones AB-1 = (B*)-1 A*, las cuales expresan la autocon- 
jugación del operador AB-*. De aquí obtenemos, que el 
operador DB-14 = A*AB-1A es autoconjugado en /f, 
Después, poniendo x = B-14y en (12) obtendremos 


Y, (Ay, Ay) < (AB-1Ay, Ay) < ya (Ay, Ay) 


Y (Dy, y) <(DBAy, y) < ya (Dy, y). 


De este modo, de las desigualdades (12) se deducen las desi- 
gualdades (8). El paso inverso de (8) a (12) es evidente. 

Como conclusión notemos, que para el caso de los ope- 
radores A y B autoconjugados, definidos positivos y acota- 
dos en HA el método iterativo de Chebishev converge on A », 
donde D = A, BÓ AB-A4 (y si, además, A y B conmutan, 
entonces también para D = A>, con una misma velocidad, 
determinada por la relación entre las constantes y, y Yo 
de las desigualdades (9). 

Especialmente señalemos los casos D = ABA y D == 
= A*A, Para tal elección del operador D la norma del 


Oy» 
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orror en Ef ,, puedo ser calculada en el proceso de las itera- 
ciones. En efecto, para D == AB-"4 oblendremos 


If Zn Ib = (Dz, 2,) == (B-"4%,, Az») = (Brgs Tn) = 
= (Un, €n). 

y para D = A*A: 
[| Zn tb = (Aza, ÁZ,) = (Pao Fa)» 


donde r, = AZ, = Ayn — 4u = Ay, — f es el ercor de la 
n-ésima iteración, y w, = B-*r, es la corrección. Estas mag- 
nitudes puedon hallarse en el proceso de las iteraciones. 
4. Sobre la estabilidad computacional del método. Fstu- 
diando la convergencia del método de CGhebishev se supuso, 
que el proceso de cálculo es ideal, es decir que los cálculos 
se producen con un número infinito de signos. En el proceso 
computacional real todos los cálculos se realizan con un 
número finito de signos, y en cada etapa del cómputo apare- 
cen errores de redondeo. Los errores de redondeo de los 
resultados de operaciones aritméticas generan ol error com- 
putacional del método. 

En los métodos iterativos el error computacional del 
método se forma de los errores, admitidos en cada iteración. 
Si el número de iteraciones es suficientemente grande, y el 
método iterativo posea la propiedad de acumular los errores 
de redondeo de cada paso iterativo, entonces el error com- 
putacional de tal método puede resultar tan grande que 
ocurrirá una pérdida completa de exactitud y la aproxima- 
ción ¡iterativa y, se diferenciará fuertemente de Ja solución 
buscada. Por eso para los métodos iterativos es impor- 
tante estudiar el mecanismo de aparición del error compu- 
tacional y encontrar aquellas ctapas del algoritmo, en las 
cuales tiene lugar un crecimiento del error computacional 
del método. En una serie de casos algunos cambios en el 
proceso del cálculo permiten disminuir esencialmente el 
crecimiento del error computacional y convertir dicho 
método en todo útil para su aplicación práctica. 

Otra singularidad del proceso computacional real está 
relacionada con Ja presencia en la MCE de un «cero de máqui- 
na» y de un «infinito de máquina». Estos conceptos caracte- 
rizan el orden admisible de los números, que pueden ser 
representados en la MCE. Por ejemplo en la MCE BESM-6 
en el régimen de exactitud simple pueden ser representados 
números reales, cuya magnitud absoluta pertenece al diapa- 
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són desde 10-*% hasta 10%. Estas son las cotas para el «cero 
de máquina» y el «infinito de máquina». Si como resultado 
de los cálculos en la MCE aparece una magnitud que no per- 
tenece a este intervalo, entonces los cálculos se interrumpen 
y tiene lugar la así llamada «parada de reparación» de fallo. 
(parep). Por eso la exigencia de un proceso iterativo «sin 
paradas de fallo» es natural. 

De ese modo, los métodos iterativos deben ser «sin para- 
das de fallo» y estables respecto a los errores de redondoo. 

En el punto 41 del $ 2 fue construido el método de Chebi- 
shev de dos capas. En cl teorema 4 está demostrado, que si 
se cumplen r iteraciones con los parámetros T, = T(1 + 
— Dor), 1H EMa, k=1, 2, ..., n, entonces para el 
error 2, será válida la estimación || Z, lp < qu H Zo Hp- ln 
calidad de p., se eligen sucesivamente todos los elementos del 
conjunto M, y al mismo tiempo ol orden de elección es 
arbitrario. 

Estudiemos la estabilidad computacional del método 
de Chebishev. Para más precisión vamos a considerar, que 
u, es el k-ésimo elemento del conjunto M,. Entonces dife- 
rentes ordenamientos del conjunto Mi, generarán diferentes 
sucesiones fu) y, por consiguiente, sucesiones diferentes 
de parámetros iterativos (Tx). 

Desde el punto de vista de un proceso computacional 
ideal todas las sucesiones de parámetros iterativos de Chebi- 
shev son equivalentes, es decir, cada sucesión debe garantizar 
la obtención de una misma aproximación y, y, por lo tanto, 
de una exactitud dada después de cumplirse n iteraciones. 
La presencia de errores de redondeo en el proceso computa- 
cional real conduce a la no equivalencia de las sucesiones de 
parámetros itorativos. 

Ilustremos esta afirmación en un ejemplo. Supongamos 
quo sobre la red 0 = fx; =ih, 0<i<N, h =1/N) se 
exige hallar la solución del siguiente problema de diferen- 
cias: 


AY = Yxx — dy = —q (a), € o, 
y(0)=0, y(l) =41, d = const > 0, 


En el $ 2 del cap. Y fue mostrado, que este problema de dife- 
rencias puede ser reducido a la ecuación operacional 


Ay=f, (13) 
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en la cual el operador A se define de la siguiente forma: 
Ay = —Ay, donde y € H, y € H, y (2) = y (2) para 2€ 0. 
Aquí H, es el conjunto de funciones reticulares, definidas 


sobre (+ y que se anulan para - =0 y x= 1, y / es el 
espacio de las funciones reticulares definidas sobre «w, con 


el producto escalar (u, 1) = >) u(a)v (2) h. El miembro 
xeEÓ 


derecho f de la ecuación (13) se diferencia del miembro dere- 
cho q del esquema de diferencias solamente en los nodos 
fronterizos de la red: f()=((0), k<zriX<1-— 2h, 
FA —h=p(141 + 4/?. 

Para la resolución aproximada de la ecuación (13) exa- 
minemos el mélodo de Chebishev explícito 


A A, k=0, 1, no. Yo EH. (14) 
Ya que los operadores A y B = £ son autoconjugados en ¿f, 
entonces de los ejemplos examinados en el punto 3 del $ 2 
se deduce, que en calidad de información a priori para el 
método de Chebishev (14) es suficiente prefijar las cotas del 
operador 4: y E XA S< vy.L, y, > 0, si como operador D 
tomamos el operador 4 =£,. Es evidente, que y, y Yo 
coinciden con los valores propios máximo y mínimo del 
operador de diferencias A, es decir 


4 nh 4 TA 
YA 7 sen? 37 +4, Ya = Gi os? 3 + ad. 


Los parámetros iterativos t, se calculan por las fórmulas 
Ta, = Tol(1 + Polen), Mn E Ma, 
tk =1, Zi e. »y M, 
To = 2 (vi + Yo), Po =[Y2 — 71H Y2 + Ya). (15) 


Se examinaron tres sucesiones de parámetros iteralivos, 
definidos por los siguientes ordenamientos de VR,: 
1) sucesión «directa» 


pA Tr = mi? = (0,02, bo. «3 On y, es decir ur — Uh, 
e 
2) sucesión «inversa» 
Mn = MA = (a, Onar + +». 01), es docir 


My = On-r411 k 2 La 23 <<.) H; 
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3) sucesión «alternada» 
mM rn 7 Mm 5 = fo, Gr: To, On -15 eo. da es decir 
Hor -1 = Un, Mor == On -h-+1> k = e 2, .. »y n/2. 


Aquí está designado 0, = —cos a. 

Los cálculos se realizaron de la siguiente forma: se pre- 
fijó el número » de iteraciones y por el esquema (14), (1:) 
para cada sucesión de parámetros iterativos se realizaron » 
iteraciones. La exactitud real, que se alcanzó después de 
cumplirse » iteraciones, se determinó por la fórmula 


lun —u | 
lyo—u ll Ñ 


Para comparar se ha calculado el valor de q,, donde 


Ereal = 


el cual determina la exactitud teórica del método, cuando el 
número de iteraciones es igual a rn. En todos los cálculos la 
aproximación inicia] y, se tomó igual a cero sobre wm. La solu- 
ción exacta del problema de diferencias y (+) = x= corres- 
ponde al segundo miembro q (1) = dx. El coeficiente d 
se eligió do manera tal, que y, fuera igual a 0,1: 
y, = 0,1, p¿=0,1 +7 008 Th, =$ cos nh—+. 

Los resultados de los cáleulos para N = 10 se exponen en la 
tabla 3. En dicha tabla, además de las sucesiones indicadas 
de parámetros, se dan los resultados para el ordenamicuto 
óptimo del conjunto Mix , que será descrito más abajo. 

Los cálculos realizados muestran, que para el proceso 
computacional real las sucesiones de parámetros iterativos 
examinados no son realmente equivalentes. Los cálculos 
demostraron dos particularidades características del proceso 
computacional real: la posibilidad de «parep» proporcionada 
por el crecimiento de las soluciones iterativas intermedias 
y la posibilidad de determinada pérdida de exactitud en una 
situación sin paradas de reperación provocada por la acu- 
mulación de errores de redondeo. 

El hecho que causa tal inostabilidad computacional del 
método para algunas sucesiones de parámetros iterativos es, 
que la norma del operador de transición de una iteración 
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Tabla 5 


É real 

ió tn Ri | jp ME | STE 

16 | 8,709.40 | 8,144.10 f 8,14.40-2 ] 8 44.402 | 8,14.40-1 
24 17,58.140-1 | 962.401 | 744-102 | 7,44-40-1 | 7,44-10-1 
32 16,30-40-1 | 338.408 | 355.102 | 563.40-1 | 5,63.40-1 
40 1509.40" | 307.407 | 2,44.408 | 5,03-10-1 | 4,85-10-1 
48 $404.10 | parop | 346-1010 | 247.400 | 3,64-10-1 
58 13.17.10-1 == 1,02.1015 | 2,29.402 | 3,40.40-2 
64 2,47 -10-1 — paurep 1,87-10* 2,23-10-1 
72 | 1,92-140-1 En eN 173.408 | 4,72-10-1 
80 1,49-10-1 — — parep 4,44-40-1 
256 4 4,97.10-3 pe No Ss 4,80-4071 
312 141,23.40- A pl an 1,15:40-7 


aotra Sh = E — TC es mayor que la unidad para algunos 
valores de 4. 

En efecto, como S es un operador autoconjugado en f/f, 
entonces || Sk || = LO |(S, x=. x) |. Utilizando las cotas 


Yi y Y, del pedo “6 
vE<C=<vÉE, yn>o0, 
hallaremos 
(1 — tape) ES E — tal < (1 — Tanya) E- 
Sustituyamos aquí T, de (15) y tengamos en consideración 
las igualdades 1 — Po = ToY1» 1 + Po = ToYz: Obtendremos 
Lo (1—ua) —LoL-4MA) y 
1 + Por ESS< Í + Pola E 
y, Por consiguiente, 
Po (1 + pa) 
Fra Ls End, 
Pp (É— uz) 0 
TS Pa 
De aquí se deduce, que |] S; || > 1 para ua, < —(1 — po (2pa)- 
Ya ¡ga us EM ,, entonces 
2n—1 st 


3 tU 008 k=1, Dl vias Is 


1 S, 1!= 


— 008 y" << Hy <X —COS 


26 


y, por lo tanto, para una cantidad do números k grande la 
norma || S, [l|> 1 (la cantidad de estos números 4 es apro- 
ximadamente igual a n/2). Por eso, si se utilizan uno tras 
otro gran cantidad de parámetros T,, para los cuales la 
norma del operador Sy es mayor que la unidad, entonces 
puede ocurrir una acumulación de error computacional y el 
crecimiento de las aproximaciones iterativas, lo cual sirve 
como Causa de inestabilidad computacional del método. 

El teorema 1 expresa realmente la estabilidad del esque- 
ma ¡iterativo según los datos iniciales. En el caso de un pro- 
ceso computacional real es necesario investigar también la 
estabilidad del esquema iterativo respecto del segundo 
miembro, por cuanto los errores de redondeo so pueden inter- 
pretar como una perturbación del segundo miembro del 
esquema iterativo en cada iteración. 

Si tomamos en consideración el error de redondeo, enton- 
cos en Jugar de la ecuación homogénea para el error equi- 
valente zx, obtendremos una ecuación no homogénea 


Pra SS Orla E Trio k=0,1t,... (16) 


Aquí x, = D!P (y, — u), donde Y» es la aproximación ite- 
rativa real. 
Resolviendo la ecuación (16). hallamos zx, =*F,, oo + 


+Y TT a, ¡9 donde T, , = A Se Tan=£, 


De ul obtenemos la siiianto estimación: 


EXE E EA RS ICO 
J=1 1=I<n 


La estimación de la norma del operador 7, ¿ no depen- 
den del ordenamiento del conjunto M , y para cualquier 
sucesión de los parámetros de Cuebisión Th Llenemos 


IMP. 1<gqn- La estimación para 5 TF, ¿lo depende 


del ordenamiento del conjunto Ni ,. De (17) se deduce, que 
el conjunto Mi , debe ser ordenado de manera tal que la 
suma indicada toma el valor mínimo. 

El siguiente lema indica el valor mínimo posible de esta 
suma. 
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LEMA 1. Si y, y ya son las cotas exactas del operador C, 
entonces para cualquier ordenamiento del conjunto M , tiene 
lugar la estimación 

pS 


SGT, > 


l—3n 
Y 


Realmente, de la definición de los operadores TP, ¿ 
obtenemos 


YT, pe (Ln, po Pa, 1-4) CA, 2, GP, ¡=(£—?,, o) ca, 


Puesto que 


n n 
| (E— Ds 0) ct [l= | e tE, ,l <2 T; | Pa, $ 


entonces es suficiente estimar la norma del operador 
(E — Pa py) EC. Este operador es auloconjugado en £f, y sí 
Y, y y, son las cotas del operador €, entonces 


1—4nT n (E ) 


E —TP n, 9) 074] máx 


Y <t<y, É 


1 -—T.Y 
A (==) 
dies Po Es 1—Gn 
Y Yi 
De esta forma, está mostrado que para cualquier x € H 
tiene lugar la estimación 


AAN ES 


E pe (18) 
L 
Como y, es la cota exacta del operador autoconjugado €, 
entonces y, coincide con el valor propio mínimo del opera- 
dor €. Sustituyendo en (18) la función propia, correspon- 
diente al valos propio mínimo del operador €, en lugar de z, 
se obtiene que en (18) se alcanza la igualdad. Por lo tanto, 
hemos obtenido la estimación || (E — Pa ye? l]= (1 — 
— Gn Yi El Jema está demostrado. 
9. Construcción de una suecsión óptima de parámetros 
iterativos*). 
*) El método de ordenamiento de los parámetros esta dado según 
los trabajos: véase E. S. Nikolacv, A. A. Samarski (Ch Y M y MF, 
12 No. 4, 1972) para cualquier nz y (8] para n = 2*. 
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5.1 CASO nm2P. El orden de utilización de los pará- 
metros iterativos T, en el método de Chebishev influye esen- 
cialmente en la convergencia del método. Por eso aparoce 
el problema de construir la mejor sucesión de parámetros 
iterativos, la cual garantice la influencia mínima del error 
computacional del método. Como la sucesión de los pará- 
metros se determina por un ordenamiento del conjunto 
M ,, entonces es necesario construir el ordenamiento óptimo 
de este conjunto MN ,. 

Exponemos la resolución do este problema. Supongamos 
primeramente que el número de iteraciones es una potencia 
de 2: n = 2P. Designemos mediante 8,, un conjunto que 
consiste de m números enteros: 


O, =(047, 08,2... Om). 


Partiendo del conjunto 0, = (f1), construiremos el con- 
junto 0,P por la regla siguiente. Supongamos que el conjunto 
8 está construido. Entonces hallamos el conjunto 0, me- 
diante las fórmulas 


Or = (01270 =4m — 07), Oj) = Q(m, 
i=1, 2, ...,m), m==1, 2, 4, ..., 2P-Í, (19) 
No es difícil cerciorarse de que el conjunto 0,* consiste 
de los números impares desde 1 hasta 2%**1 — 4, 


Utilizando la construcción de] conjunto 9,P, ordenaremos 
el conjunto M,2 do la siguiente forma: 


me=(—cos By, B,=> 0”, i=1l, 2, ...9 n), n=2?. 
(20) 


Este es el ordenamiento buscado del conjunto M , on el caso, 
cuando n = 2P. Para la sucesión de parámotros iterativos 
correspondiente a este ordenamiento está demostrado la 
estimación 


n 

bé 
A 
di Yi 


Comparando esta estimación con la del lema 1, nos cerciora- 
mos de que el ordenamiento construido del conjunto Ni “ 
realmente proporciona una influencia mínima del error 
computacional en la convergencia del método de Chebishev. 
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Citemos algunos ejemplos de construcción del conjunto 
O, - 
LD n= 


B= 1) 0 =(14,3, 0 = (7, 3, 5), 
0 = (1, 15, 7, 9, 3, 13, 5, 11). 


ll conjunto 0g está construido. Por la fórmula (20) se 
ordena el conjunto IMEF”. 
2) n=46 
Aplicando el conjunto 0¿ hallado más arriba, construimos 
el conjunto 0,4 por las fórmulas (19): 
016 == f1, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13, 19,5, 27, 11, 21). 
3) n = 32. 


Os = 11, 63, 31, 33, 15, 49, 47, 47, 7, 57, 25, 39, 9, 55, 
23, 41, 3, 61, 29, 35, 13, 51, 19, 45, 5, 59, 27, 37, 
11, 53, 21, 43). 


De las fórmulas (19) se deduce una regla simple de transi- 
ción del conjunto 0,, al conjunto 02m: Def = 0% y la 
suma de dos números adyacentes es igual a 4m: 


ge. gLóm i=4, 2, ..., m. 


Una regla análoga de transición se aplica en el caso 
general, a cuyo examen nosotros pasamos. 

5.2 CASO GENERAL. Supongamos que ol número nr de ite- 
raciones es un número entero cualquiera. Describamos el 
proceso de construcción del conjunto 0,. Las ctapas ele- 
mentales de este proceso son los pasos del conjunto 6,, al 
conjunto 80m y del conjunto 8,» al conjunto 9,m+1, donde 
m es un número entero arbitrario. 

Formulemos las reglas de transición de un conjunto 
a otro. 

1) El paso de O, a Bs2m+1 consiste en la adición del: 
número impar 2m + 41 a los elementos del conjunto Ozm- 

2) La transición de 8,, a 03m se realiza de la siguiente 
forma. Si después de esta transición sigue la de Om a Bm 
o si la transición de 0,n a Oy, es el último paso en el proceso 
de construcción del conjunto 68,,, entonces se utilizan las fór- 
mulas citadas más arriba: 


am 0, ae + 077 =4m, i=1,2,...,m. (21) 
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Si después de la transición de Ó0,, a 0, sigue la transición 
p ye 2m Sr 
de Bm A 0om+,. entonces se utilizan las fórmulas 
2 mm) 2m 2m E 
ge, =P, 0 05M 4m+ 2, i=1,2, ....m. (22) 


Empleando estas reglas y alternando debidamente las 
transiciones de un conjunto con un número par de elementos 
aÁa un conjunto con un número impar de elementos y de un 
conjunto de m elementos a un conjunto de 2m elementos, 
se puede construir e] conjunto 0, para cualquier r, partiendo 
de B, = (1). 

Mostremos algunos ejemplos: 

1) n =45. En esle caso el paso de 0, a 0, se produce 
según la cadena siguiente: 

0, — 0, > 03 > Oy —> 07 — O14 — 815. 
De acuerdo con las reglas expuestas, las transicionos do 0; 
a 0,, de O, a Ba y do 07 a Oy, se realizan por las fórmulas (22), 
y durante la transición de Oz a Oz, de O¿ a 0, y de 0,, 


a 8, hay que añadir el correspondiente número “impar al 
conjunto inicial. Esto da: 


9 = (1), 0 =(1,5), 0= (1, 5, 3), 
8  —(1,13,5,9,3, 11), 0, = (1, 13,5, 9, 3, 11, 7), 
014 = ([t, 29, 13, 17, 5, 25, 9, 21, 3, 27, 14, 19, 7, 23), 
01 = (1, 29, 13, 17, 5, 25, 9, 21, 3, 27, 41, 19, 7, 23, 15). 
El conjunto M £? se ordena según la fórmula (20). 
2) n=325. Á este caso corresponde la cadena 
9, —> Oy — O3 => 0g — 019 — 024 — Ops 
y las transiciones de O, a 0, y de 0,2 a Oy, Se ejecutan por 
las fórmulas (22), las transiciones de Oz a 04 y de Oy a 0, 


por las fórmulas (21) y las de 0, a 9, y de 0x4 a 0,5 se realizan 
por la adición de un número impar. Obtendremos 


9 = (1), 0, = 11, 5), 03 = (1,5,3), Ue = 11,0, 7, 3, 


n, 

0, = (1, 23, 11, 13, 5, 19, 7, 17, 3, 21, 9, 45), | 
O. = (1, 49, 23, 27, 11, 39, 13, 37, 5, 45, 19, 31, 7, 43, 
17, 33, 3, 47, 21, 29, 9, 41, 45, 35), 

0 = (1, 49, 23, 27, 11, 39, 13, 37, 5, 45, 19, 31, 7, 43, 
17, 33, 3, 47, 21, 29, 9, 44, 45, 35, 25). 
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El procedimiento de construcción del conjunto 0, expues- 
to más arriba puede ser formalizado para n arbitrario. Para 
eslo representemos nr en forma de un desarrollo según las 
potencias de 2 con exponentes enteros ky: 


n=2H1 42 4...+42, kl < hy. —1, 
EE 


Formemos las siguientes cantidades: 
j 
kh 
Na 2, j=1,2,...,8, 


y pongamos 2741 = 2n + 1. Por las fórmulas (23) construya- 
mos el conjunto On 5: 


On, = (02 =0P173, =p i=1,2...., 11), (23) 


para f = 1 eligimos 0, = (1). Después por la fórmula (24) 
se construyen los conjuntos 


Om = (0% =4m—0", 0%”, =0P, ¡=1,2,..., m) (Q4) 


para mo<== 02%; 287, 48y, .. ., Uns, — 1)/4l, donde la] es 
la parte entera de a. Si l(n34, — 1)/4] < ny, entonces Jos 
cálculos para la fórmula (24) no se realizan y se pasa a la 
siguiente etapa. Si j = s, entonces el conjunto 0, necesario 
ya está construido. De otro modo suponemos que m = 
= (¿41 — 1)/2 y construiemos el conjunto 


Om = (077 =4m 42 —8f”, 887 8, ¿=4,2, ..., m). 
(25) 


Luego j aumenta en la unidad y el proceso se repite partiendo 
de la fórmula (23). Dobido será construido el conjunto 6,.. 
El conjunto Mi se ordena de acuerdo con Ja fórmula (20). 

Para el caso n = 2P el algoritmo (23)-(25) se simplifica 
y pasa a ser el algoritmo descrito por la fórmula (19). In 
realidad, para hn = 2P obtenemos s =41, k, =P, n, =1, 
Rgyy = 2PH — 4, Por lo tanto, en el algoritmo (23)-(25) 
j¿toma un único valor, igual a la unidad, y los cálculos 
se efectúa mediante la fórmula (24) para m=4,2,4,... 

O 

Ilustremos aquí la calidad del ordenamiento construido 
del conjunto: MY” en el ejemplo examinado en el punto 4 
del $ 2. El número prefijado de iteraciones nr se ha cambiado 
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desde 16 hasta 512 con el paso 8. Para cada rm la oxactitud 
real alcanzada después de ser cfectuadas nr iteraciones, no 
ha superado la exactilud teórica q, (Q;512 = 1,23 :10-7), y el 
proceso ha sido «sin paradas de reparación» (vénse la ta- 


bla 5). 


S 3, Método de iteración simple 


1. Elección del parámetro iterativo. En el $ 2 fue resuel- 
to el problema sobre la construcción del conjunto óptimo de 
los parámetros iterativos T, para el esquema de dos capas 


y Ba y aga fr dem, da 0 900 


suponiendo que el operador DB-"4 es autoconjugado en A 
y sienclo dadas las constantes y, y y, de equivalencia energé- 
tica de los operadores D y DB-14: 


YD E<DBA < 72D, y, >0. (1) 


Obtendremos ahora la solución de este problema bajo la 
restricción complementaria T, ==“, €s decir suponiendo, 
que los parámetros iterativos tj, no dependen del número % 
de ¡leraciones. FEsle problema aparece durante Ja búsqueda 
del parámetro iterativo 7 para el esquema estacionario do 
dos capas. 


B A ek Ay, =]Í, lkb=0, 4, cs (2) 


Recordemos Ja formulación del problema indicado más arri- 
ba: entre Jos polinomios de grado n del tipo Q, (1) = 


TY 
= 1) (4 — tj) hallar el polinomío con menor desviación 


) 
respecto del cero en el segmento (y,, ya) En virtud de la 
restricción hecha el polinomio P,, (t) tiene la forma 


P. (1) = 4 — at). 


Por eso el problema planteado más arriba es equivalente al 
siguiente: entre Jos polinomios de primer grado, que toman 
el valor uno en el punto ¿ = 0, hallar el polinomio con menor 
desviación del cero en el intervalo ly,, yel. 

Este problema es un caso particular del problema exami- 
nado en el $ 2. En el caso dado n = 1 y de los resultados del 
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punto 1 del $ 2 se deduce, que el polinomio buscado tiene 
la forma 


Aquí 7, (x) es el polinomio de Chebishev de primer género. 
Ya que T, (2) = x, el polinomio Q, (t) tieno la forma 


e (t) = 1 — Tot, máx REA H)li=ga= On: 
V1=1=<Yr 
por eso 
P, (t) = (1 — Tol)”. 


De esta forma, hemos haJlado el valor óptimo del pará- 
melro T para el esquema (2): 


T= 7. =24(Y1 + Ya)- (3) 


Como la norma del operador de resolución solvente 7, , 
para el esquema (2) (véase el punto 3 del $ 4) se estima de la 
sigutente forma: 


[Pa ol máx 1P, (2)1, 
VUERIAY, 


entonces para T = T, Oblenemas la estimación 117, 1 < 
< pa. De aquí se deduce una estimación para el Grror z, 
en Hp: 


| Zn llo < pr | Zo llo. (4) 


El método iterativo (2), (3) se llama método de iteración 
simple. 

Así, hemos demostrado 

TEOREMA 2. Supongamos que el operador autoconjugado 
DB-4 satisface las condiciones (1). El método de iteración 
simple (2), (3) converge en H y y para el error tiene lugar la 
estimación (4). Para el número de iteraciones es válida la 
estimación n > np (e), donde n, (e) = 1n e/ln po. 

OBSERVACIÓN. Al igual que para el método de Chebishev. 
la estimación a priori del error para el método de ¡ileración 
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simple es inmejorable en el caso de un espacio de dimensión 
finita. 

Comparemos el número de iteraciones para el método de 
Chebishev y el método de iteración simple. Del teorema 1 
en el caso de € pequeños tenemos la siguiente estimación 
para el número de iteraciones del método de Chebishev: 
A E O = In se 

ln py 2VÉ e 
Del teorema 2 oblenemos una estimación para cl número 
de iteraciones del método de iteración simple 


He tip tl 
np — 2 E” 


De estas estimaciones se deduce, que para £ < 1 el número 
do iteraciones del método de Chebhishov es esencialinonte 
menor que el número de iteraciones del método de iteración 
simple. Por ejemplo, para E = 0,01 el número de iteraciones 
para el método de iteración simple es aproximadamente 
10 veces mayor que para el método de Chebishev. 

2. Estimación de la norma del operador de transición, 
En el punto 1 del $ 3 fue investigada la volocidad de conver- 
gencia dol método de iteración simple. Con esto el método 
de iteración simple se examinó como un caso particular del 
método de Chebishev. De las consideraciones metodológicas 
sorá útil estudiar la convergencia «del método de iteración 
simple indepondientemente del método de Chebishev. 

Así pues, supongamos que para encontrar una solución 
aproximada de la ecuación 


Au =f 


n> a (e), ny (e) 


nn (8), ny (e) = 


se utiliza el esquema de dos capas (2) 
BR y Aya=4, k=0,4,.... Yo6H. (5) 


Para estudiar la convergencia del esquema (5) pasaremos al 
problema para el error equivalente x, = D!/?%): 


ZTr+r =Stp, Rk=0,1,...,S=£-=—C, (0) 


donde € =D'I*B4D-P, Utilizando (6) hallamos la 
expresión explícita para x, mediante 2 zx, = S”x,, de 


3+ 35 


la cual se deduce una estimación para la norma del error 
Z, en A, 


Zn Mo = Ut, 11 < 1187 11 zo 11 = 4 57 11H z, lo: 


Supondremos, que el operador DB-14 es autoconjugado 
en Á y que están prefijadas las constantes y, y y, en las desi- 
gualdades (1). Para estas suposiciones el operador €, y junto 
con él el operador S, son autoconjugados en HÍ y y;, y, son 
las cotas del operador C: 


nE<C<Yylb n>0 C(=C?. (8) 
En virtud de la antoconjugación del operador S tiene lugar 
la igualdad | S” || = || S |¡?. Por eso de la estimación (7) 


se deduce, que es necesario elegir el parámetro iterativo T 
de la condición de mínimo según t de la norma del operador 
de transición S = E — 1C. 
Tiene lugar 
LEMA 2. Sea S := E — TC y supongamos que se cumplen 
las condiciones (8). La norma del operador S es mínima para 
= To = 2/(Y, + Yo), Y tiene lugar la estimación 


US HS ME — E l=Pw P=(1— Y/( + E), 
E = Y Yo. 


Realmente, puesto que SÍ es un operador autoconjugado 
en HT, entonces de la definición de la norma obtenemos 


o IP lic CE is iio 
e 


Ya que q (1) = 1 — tl es una función lineal, entonces el 
valor máximo en módulo de q (1) en el segmento [y,, ya] 
se puede alcanzar solamente en los extremos del segmento. 
Los cálculos directos proporcionan 


IS [| = máx (11 —TYj, 11 —TY2)) = 
de (1) =1—77,, OETSLTA, 
o Pa (1) =TY2—1, TLEÚT, 


donde T, está indicado en el lema. Como la función q, (t) 
decrece sobre el segmento lÓ, t,l, y q, (1) crece para T > To, 
entonces el mínimo de la norma del operador $ se alcanza 
para T=", y €s igual a po =4 — ToY1 = ToYa — 1 = 
= (1 — E/(1 +8), E= yy El Jema está demostrado. 
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Del lema 2 y de la estimación (7) se deduce que cuando 
í =T, para el error dol esquema iterativo (5) es cierto la 
estimación 


¡l 2 llo < Ye l Lo lp. 


De esta forma, hemos obtenido otra demostración «lol teo- 
rema 2 formulado más arriba sobre la convergencia del mé- 
todo de iteración simple. Los ejemplos de elección del ope- 
rador D, para el cual se cumple la condición de autoconjuga- 
ep del operador DB-*4, son examinados en el punto 3 
del $ 2. 


$4. Caso no autoconjugado. Método de iteración simple 


1. Plantcamiento del problema. En los $8 2, 3 fueron 
construidos métodos iterativos de dos capas para la resolu- 
ción aproximada de la ecuación operacional lineal 


Au =] (1) 


con un operador no degenerado A, definido en el espacio de 
Hilbert real H. Se supuso que los operadores A, B y D 
son tales, que el operador DB-"4 era autoconjugado en £P 
y que eran prefijadas las constantes y, y y, de equivalencia 
energética de los operadores D y DB-1A, además y, > Ú. 

Con estas suposiciones fue resuelto el problema de elec- 
ción óptima de los parámetros iterativos y fueron construidos 
el método de Chebishev y el método de iteración simple. 
En el punto 3 del $ 2 fueron examinados algunos ejemplos 
de elección del operador D y halladas las condiciones de auto- 
conjugación del operador DB-1A para cada elección concreta 
del operador D. | 

Es evidente, que si son prefijados los operadores A y B, 
no siempre se puede indicar un operador PD, para ol cual él 
operador DB-*4 sea autoconjugado en FF. Por consiguiente, 
es necesario estudiar los métodos iterativos también en él 
caso no autoconjugado. 

En este parrafo se estudia el método de iteración simple 
para el caso no autoconjugado. Serán examinados algunos 
procodimienlos para elegir el parámetro iterativo en función 
del volúmen de información a priorí acerca de los operadores 
del esquema iterativo. 
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Así pues, sea el operador DB-14 no autoconjugado en 41. 
Para la resolución aproximada de la ecuación (1) examine- 
mos el esquema iterativo implícito de dos capas 


O k=0,4,..., yo € H. (2) 


Para investigar la convergencia del esquema (2), como es 
frecuente, pasaremos al problema respecto al error equiva- 
lente x, = Dz, 


Th] = ST hs k == 0, Do sd S=E- TC, (3) 


donde € = DIPB4D-2, En virtud de las suposiciones 
hechas más arriba el operador € no es autoconjugado en /f. 
Del cambio hecho y de la ecuación (3) obtenemos 
La = 5% Lg ln ll = 11272 lo < 11.57 11 117, 11 = 
= [| $” 1] [Zo llo. (4) 
Por consiguiente, el parámetro iterativo t debo sor elegido 
de la condición de mínimo según T de la norma del operador 
de resolución $”, 
2. Minimización de la norma del operador de transición. 
2.1 PRIMER CASO. — Obtengamos una estimación para la 
norma del operador S”. Ya que para cualquier operador 
tiene lugar la estimación || Sa || < || Sr , entonces el 
primer procedimiento de elección del parámetro T consiste 
en encontrarlo de Ja condición de mínimo de la norma del 
operador de transición S. Obtendremos dos tipos de esti- 
maciones de la norma del operador $ en dependencia del 
volúmen de información a priori respecto al operador €. 
En el primer caso se supone, que la información a priori 
consiste en prefijar las constantes y, y y, de las desigualdades 


Y (x, 2) < (Ex, 2), (Cx, Cx) < y, (Cx, 2), 
y 5>o0, (5) 
Si C = C*, entonces y, y Y. son las cotas del operador €. 
LEMA 3. Sean dadas y, y y, en las desigualdades (5), 
ent nces para la norma del operador S = E — 1€ con t = 
= 1/y, es válida la estimación 
ISI<p, p=V1-—E, E=yi/y». 
En efecto, utilizando (5), obtenemos 
lSx IP = xr — 1Cz 1P = (2, 7) — 21 (Ez, x) + 
+ (Co, lx) < (zx, 2) — 2t (Ex, 2) + y, (Ox, 1) = 
= |z [Pp — 1 (2— 1p,) (Cz, 2). 
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De aquí se deduce, que si se cumple la condición + (2 — 
— TY) > 0, es decir 0 <zT<2fy3, entonces la norma 
del operador $ será menor que la unidad. Supongamos que 
esta condición se cumple, entonces, empleando (5), obton- 
dremos 


| Sa 1P< 11 — ty, (2 — ty)! ll z 11 
y, por lo tanto, 


1 S (2= an a <1 — 17, (2— 12). 


La función q (T) = 1 — ty, (2 — ty) tione el minimo en 
el punto T= 4/y,, igual a q (1/y,) = 1 — €, donde ¿ = 
= Y1/Ya. Por eso para el valor indicado del parámetro 1 
para la norma del operador $ es válida la estimación Y S [| < 
< V 1 — E. El lema está demostrado. 

Sustituyendo el operador C = D-** (DB-"4) D-“Pen 
(5), obtendremos, que las desigualdades (5) son equivalontes 
a las desigualdades Siguientes: 


y, (Dz, a) <(DB-"4Ax, 2), 
(DB-Ax, BA42)< y, (DBAzx, 2), y>0 (8) 


Sustituyendo en (4) la estimación para la norma del opera» 
dor S, obtenido en el lema 3, hallamos 


[12 Ip p* (Zo llo, p= V 1—E. (7) 


TEOREMA 3. Sean y, y y, las constantes de las desigualdades 
(6). Para el valor del parámetro iterativo t = 1/y, el método 
de iteración simple (2) converge en H p» Y para el error 2, 
tiene lugar la estimación (7). Para el número de iteraciones es 
cierta la estimación n > Ñny(8), donde ny (e) = In e/In p, 
p=Y1—E, Ex y/v. 

Citemos ejemplos de. la colección del operador D y el tipo 
concreto de las desigualdades (6). En la tabla 6 se exponen 
las suposiciones respecto a Jos operadores A y B, y se indi- 
can el operador D y el tipo de las desigualdades (6). Para 
obtener el tipo concreto de las desigualdades (6) nosotros 
partimos tanto de las mismas desigualdades (6) como de 
las desigualdades equivalentes | 


Y (DA“lBx, A“*Bx) <(DABx, 2), (Dx, 1 < 
< Ye (DA Bx, zx), (8) 


39 


obtenidas de (6) valiéndose de la sustitución x == A -*By. 
Señalemos las desigualdades 


Y, (Ba, Ba) <(Azx, Ba), (Az, Add < yo (Az, Ba), y, >0. 


Si estas condiciones son cumplidas, entonces para los 
casos particulares examinados en la tabla 6,se puede tomar 


Tabla 6 


Desigualdades 


—— 


A y DB | D 


1) A=4* >0, [| 40 B* 4-12 » (Bx, 471 Bi <(Bz, 2), 
(Ax, 2) < Y (Bz, x) 
BsB*>0 | 420 B*B y, (Ba, BN < (Ar, Bx), 
(Az, Ax) L ya (Az, Bx) 


2) AFAF>0, | Bo 4* BA Y, (Bx, 2) < (Az, 2), 
(Ax, B- 1 Az) < Yo (Az, 2) 
B=B*>0 | Blo A*A Yi (Bx, Bx < (Az, Bzx), 
(Ax, Az) < Yo (Ax, B1) 


3) AFAF>O, | AFA O B*B Y, (Bx, Bx) < (Az, Bx), 
BB" >0 (Ax, Ax) L< y, (42, Bx) 

4) A=A*, 4% 0 B Y, (Br, Bx) <(Azx, Br), 
B=B* (Ar, Ax) E Y, (Az, B2) 
ABFBA 


en calidad de operador D el operador 4?, si A =4A*, o el 
operador A*A. Para tal elección del operador D la norma 
del error z, en H y puede ser calculada en el proceso de las 
iteraciones 


Il Z, lló = (Dzr, 2) E (AZa, Az) == ||rn TP, rn = Ayn—/. 


Volvamos a la estimación de la norma del operador £. 
Si el operador C es autoconjugado en Ff, entonces en virtud 
de (5) él es definido positivo, y por lo tanto, existe la raíz 
cuadrada del operador €. 

Poniendo x = C-%y en la segunda de las desigualdades 
(5), obtenemos, que las desigualdades (5) son equivalentes 
a las desigualdades 


vE SCS VE, y 5>0. 
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Do lema 2 para estas suposiciones se infiere la siguiente 
estimación de la norma del operador S: 1 S Il < M0. Po = 
= (1 — Al + E), E= yy. 

Comparando esta estimación con la obtenida en el lema 3, 
nos cercioramos de que la estimación del lema 30s burda y no 
pasa a scr la estimación del lema 2, cuando el operador € 
es autoconjugado en H. 

2.2 SEGUNDO CASO. Obtendremos ahora otra estima- 
ción para la norma del operador de transición S, la cual so 
convierte en la estimación del lema 2, cuando € es un ope- 
rador auloconjugado en Z7. Para esto aumentemos el volú- 
men de información a priorí respecto al operador C, supo- 
niendo que están prefijados los tres números Yi, Ya Y Ya! 


MESCEYE, MUCOII< Y. v11>0, 
vs 0, (9) 
donde €, = 0,5 (€ — €C*) os la parte no auloconjugada del 
operador €. 
Viene lugar | 
LEMA 4. Sean prefijados Yi» Yo Y Yy en las desigualdades 
(9). Entonces para la norma del operador S = E — 1€ con 
T=T¿= To(l — xpp) es válida la estimación 


LS I<Po  Pp=1—D/(1+38), (91) 
donde 


MI o ES IE 


Citemos la demostración del lema 4. Sea ( un número arbitrario 
del intervalo (0, 1). Representemos el operador $ en la forma siguien- 
Le: 


S=E “YC =[9E — 400] + [01 — 0) E -= 1€,], 
donde Cy = 0,5 (€ -E C*) es la parte autoconjugada del operador €. 
Utilizando la desigualdad triangular, obtenemos la estimación para 
la norma del operador $: 
OMS 1 1 0£ — Co ll + 11 (4 — 9) E — 1€, ll. (10) 
Valoremos por separado la norma de cada operador. De (9) y de 
la igualdad (Cpya, 233 0,5 (Cx, 233 + 0,5 (C*zx, zx) = (Cx, 2) «b- 
tenemos, que y, y ya son las cotas del operador autoconjugado Cy: 
nES Co.< YE, Y >0. 
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Por analogía con el lema 2 obtenemos la siguiente estimación 
para la norma del operador 9E — 1C€p: 


OE —1C, || < máx (19—+y,1, (021) =4 ed sion li 


Estimemos la norma del operador (4 -— 6) E — T1C,. Puesto que 
(Ex, z) = 0, entonces para todos los x € H obtenemos 


NA — 0) E — 1) xP = (1 — 08 Pz IP + e] O, 2 PS 
< ((1 — 944 1 0118) 1 JP. 


De esta expresión y de (9) se deduce la estimación | (1 — 0) E — 
— 101 |< [(1 — 09 + 1?y811, Sustituyendo las estimaciones obte- 
nidas en (10), tendremos 


9110, 17 =019 + VU, 0<T<ÚTO, 
pa (0, =ty—04 V UD FET, TT 


Elijamos ahora los parámetros 1 y O de la condición de mínimo de la 
estimación de la norma del operador 5. Notemos que la función p, (0, 1) 
crece monótonamente respecto de T. Por eso para minimizar la norma 
del operador $5 es suficiente examinar el dominio 0< T1< 1,0, 0 < 
< 0 <41. En este dominio | 5 |< q, (0, 7). 

Investiguemos la función q, (0, 71). Esta función crece monóto- 
namente respecto de € y por consiguiente su mínimo se alcanza para 
T=— T¿0. Para este valor del parámetro t tendremos 


IS 1<q(0)=3, (8, 7,0) =0 (1—T. y) + 
A A 


Así pues, es necesario mostrar que, es q (9) = Po. Hallamos 
0<6<1 
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el mínimo de la función «q (0). Hagamos la sustitución de variable, 
poniendo 


0= (124144), re(—a, 1) e=1iv. 
La función q (0) se escribe en la forma 


A. 2 EPT, p p 
¿0=20=7=3 (Va a: (11) 


De aquí se ve, que es suficiente hallar el mínimo de la función 


v(2)2 Y Ea pr y ia 


en la región —ai<z<f., Calculando las derivadas de la fun- 
ción v (zx 


T 


EN p is al 
A > 


encontramos, que la ecuación v'(=0 da el punto del minimo 
de la función v(x). Resolviendo la ecuación 
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aras. 2 
V d+ a? 09? (12) 
hallamos el punto de mínimo buscado de la función » fx): 
z9=0po/V 14 a—=p3€(0, 1), 0)=(1—2)/(14-a2). 


Ara (12) en (11), hallamos el valor mínimo do la función 
q (0): 


xE-+ e? i—x z ' 
000 Y) EE pa 2 0 (13 
Queda por expresar z, y 0, mediante las magnitudes conocidas. 

Empleando las hotaciones del lema 4, obtenemos 

1—p=TéY Ya Zo=ToYaPo/ Y 1—p + TV = APo- (14) 
De (12) encontramos 
ax 1 —o 0/02), 14 a p3 (1-2) 0h —j). 
Por eso 


A a O ; 
e oe E id 


Susbituyamos (14) y (15) ea (13): 


as Poli—28 _ +0 (14) E) 
ie E A 


== O (16) 
Hallemos ahora la expresión para el parámetro T = T¿0¿. Compa» 
rando (15) y (18), obtendremos 
80P0 = Po — ». (17) 
Por otra parte, de (16) se puede expresar py mediante py y X! 
Po = (Po — K)/(1 — APo). 
Sustituyendo pp) en (17), encontramos 
0. =41—%HPo T= To (1 — APo). 
El lema está demostrado. 
Las desigualdades (9) pueden ser escritas en la forma 
siguiente: 
Y la, 2) < (zx, 2) < Ye (1, 7),  (Cjz, Ci) < ya lx, 2), 
v >0. 
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Sustí e aquí C =D" (DB4) DP” y C,= 

= 0,5 DAPR(DB-A4 — (DB-"4)*) D??, obtenemos las des- 

1gu ds e 

y¡D < DB- lA < < YD, Yi > O, 

(o. DB-* A—(DB"! Ay* ds DB" A Ar) y (Dz, y). 
(18) 


Sustiluyendo en (4) la estimación (9% para la norma del 
operador $, hallemos 


12. llo P? 1l Zo lo- (19) 


TEOREMA 4. Sean y;, Ya y Ya las constantes en las desigua l- 
dades (18). Para el valor 1 = T,¿=T, (1 — Xpp) del pará- 
metro iterativo el método de iteración simple (2) converge en 
HH DY para el error 2, tiene lugar la estimación (19). Para el 
número de iteraciones es cierta la estimación n > Ny (8), 
donde n, (e) = ln e/ln po, 


2 1 


É= ix 9 Y. Y ES - ERP pr 
LA Ya AE 
OBSERVACIÓN. Puesto que el número do iteraciones se 


delermina por el valor E, el cual se puede escribir en la 
forma 


E= (Viv lr + (var — yaty2)?, 


entonces el operador B se debe elegir de manera tal que el 
cociente E = yy, sea máximo y Ya/ya mínimo, 

Citamos ejemplos de elección del operador D. Si en cali- 
dad de D elegimos el operador A*A o B*B, entonces las 
desigualdades (18) se pueden escribir en la forma 


Y (Bx, Ba) < (Az, BM < y, (Bzx, Bo), (20) 
110,5 (AB — (BH 2 43 ll < ys. 
Realmente, para cl caso DO = B*PB esta afirmación es 
evidente, y siD = A*A, en (18) hay que hacer la sustitución 
= A“By y obtener tas desigualdades (20). 


Si el operador B es autoconjugado definido positivo 
y acotado en A, entonces en calidad de operador D se puede 
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tomar el operador KB o AFBA4. En coste caso las desigual- 
dades (13) son equivalentes a las desigualdades siguientes: 


vB <A < YB, yn>0, (21) 
(BlAj, A) < Y (Ba, 2), 4A1=0,5 (4 — A*). 


En efecto, para D = B las desigualdades (19) y (21) 
coinciden, y para D = A*B-"A las desigualdades (21) se 
deducen de las desigualdades (18) después del cambio x = 
= A“IBy en (18). 


3.  Minimización de la norma del operador de resolución, 


2.i PRIMER CASO. En el punto 2 del $ 4 fueron obtenidas las esti- 
macioncs para la norma del operador 5”, basados en la desigualdad 
|S*I< S (1. Examinemos ahora otro método de obtención de 
estimaciones para |] $? ||. Este método se basa en la estimación del 
radio numérico del operador. 

Recordemos (véase el $ 4 del cap. V), que se llama radio numérico 
del operador T, el cual actúa cn cl espacio de Hilbert ff, la cantidad 


p(T)=supl| (Ta, Dl, 23€71. 
izil=1 


Para un operador lineal acotado 7 cl radio numérico satisface las 
desigualdades 


LIDIT(SpPIM<S< EZ p1(7%< lo (7)]” (22) 


donde r es un número natural y y (7) > 472. 

Utilizando el concepto de radio numérico de un operador, obte- 
nemos dos estimaciones para la norma del operador $? on dependencia 
del tipo de información a priori con respecto al operador €, 

Examinemos el caso, cuando la información a priori está dada 
en forma de las constantes Yi, Ya Y Yg 


NESC<VYE, Mz ll< Ya lx ll, y: >0, E 4. (23) 
Definiremos el espacio complejo E de la siguiente forma: Cot 
siste de los elementos del tipo 2 = + iy, donde x, y € 4f, El pró- 
ducto escalar en 47 se define por la fórmula 
(2, w) = (2, u) + i (y, u) — i (<, 1) 7- (y, 0), 
2=I+iy w=u-+ dr 


El operador lineal €, dado en Hf, lo definiremos sobre ff de lu si- 
guiente forma: 


Cz = Ex + ¡Cy. 


En virtud de la propiedad (22) para cualquier » entero es cierta 
la estimación 


IS" IS Em (5) <2 [po (5), 


por 0so es suficiente estimar el radio numérico del operador $. 
Tiene lugar 
LEMA 5. Sean dados Y,, Ya Y Ys en las desigualdades (231. Entonces 
pera la norma del operador S = E — 1C en H con T = mín (Tp, ATp) 
es válida la estimación 
¡1 S” |< 2p7, 
donde 
p. = ( 1% (109), O<x >, AA (Yi + ya) 
1—(2—1/%) (1—P), *>1, 2( + ro ” 
HTA TY) Po = (1 — M1 E), E= vv 
Para la demostración del lema presenlemos el operador € en 
forma de la suma € = Co + Ci, Co = 0,8 (€ + €), €, = 0,9 (C—CE*) 
Calculemos el radio numérico del operador S = E — Tf, Para cual- 


quier z€ H obtenemos 
(Sz, z) e (z, 2) —. T (Coz2, 2) + Y (C,z, z). 
En virtud de la autoconjugación del operador Cy el producto 


escalar (C¿z, 2) es número real. Como C, = —€%, entonces (€,z, z) 
cs un número imaginario. Por lo tanto 


í 


To 


| (Sz, 2) [* = [(3, 2) — 7 (Coz, 21P + 1 | (Cjz, 2) [?. (24) 
De las desigualdades (23) obtenemos 
Y1 (2, 2) < (Coz, 2) < Ya (2, 2), Il Cra li< ya | 2 1. (25) 


Sea | z | =4. De (25) hallamos 
lMz, 3—T(Cpz, yl < máx (1 —7TY1 1], 11 —7Y21)= 
=(/ 1—TY1, USTSTg 
VU Ty A, TA, 
1(E, 31 11 Erz 1 2 11 ya. 
Sustituyendo estas estimaciones en (24), obtendremos 


| Pr (1) =(1—TyDI4 TY, OTTO 
p? pl HSz, FP < Pe()=(1=TYJ2 PUE, TM. 


Elijamos el parámetro 7 de la condición de mínimo de la estima- 
ción del radio numérico operador S. Ya que la función «q, (t) crece 
según T para 1> Tp: 


a E talve 1042N4_ 
qa (1) =2 ]7 (14 13) — Ya] > 2 PY 


entonces se debe determinar el mínimo de p ($) en la región TÚ To 
por 7, donde para p (S) se cumple la estimación p* (5) < q, (7). 
Investiguemos la función q, (t). Puesto que 


pi (3) = 2 (y? + 8) >0, 
entonces igualando a cero la derivada 
p, (1) = 217 (1D + v3 — val, 


> 0, 
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hallamos el punto de extremo de la función q, (1) 


Para 7< 71, la función q, (1) decrece, y para t< T, crece. Por eso cl 
mínimo de q, (1) se alcanza en el punto T =7T,, Si 1, < T, y en el 
punto T = Tp, Si 1, > To. De esta forma hemos hallado el valor úptimo 
del parámetro t: T — mín (T¿, TX). Con esto 


» > 1, 
Y 01 (1), 054 <1Í. 


Calculemos q (74) y q, (1). De la definición de x y de la igualdad 
1 — ToY1 = Po obtenemos 


A Toto em ATP 8 
> Ti ¿+ 722 1 Tiyi= 4 í Téri= A (1 Po) . 


Así sucesivamente, 
Pr (To) = (1 — TOD + 144 = Pi (1 — polí — (1 — py? = 
= 1 (2 — 1/x) (1 — po, 


Y (1) = (1 — YH tiyi= 1 — 2H Y + 1 (pi + 78) = 
1 Ti) = 1 — AT0Y = 1 — 2 (1 — Po). 


Así ha sido estimado el radio numérico. La estimación del lema 
se deduce de la desigualdad || ST || < 2 [p (5)]”. El lema está demos- 
trado. 

Utilizando el lema 5, obtendremos una estimación para la norma 
del error z,: 


ll 2. llo< 2p* || 20 Ho» (26) 


TEOREMA 5. Sean Yi, Ya Y Ya las constantes en las desigualdades (18): 
Para el valor T ==> miníto, XTp) del parámetro iterativo, el método de 
iteración simple (2) converge en dp, y para el error 2, tiene lugar In 
estimación (26). Para el número de lteraciones es cierta la estimación 
ne PON donde ny (e) = ln (0,58)/ln p, y x, p están definidos en el 
ena 

Los ejemplos de elección del operador D y el tipo concreto de las 
desigualdades (18) se exponen en el punto 2.2. 

3,2 SEGUNDO CASO, Aplicando el concepto de radio numérico de 
un operador, obtendremos otra estimación para la norma del opera- 
dor S*, Supongamos, que la información a priori está prefijada en 
forma de las constantes Ys, Ya Y Ys €n las desigualdados 


MES CS Yael, — (Cjx, CC) ya (Er, 2), y >0. (27) 


Tiene lugar 

LEMA 6. Sean dadas Yi, Ya Y Ya en las desigualdades (27). Entonces 
para la norma del operador S = E — 31€ en dí para t = mn (TE, 173) 
es válida la estimación 


| S* |< 20”, 


dende 


' <»*<Í, 
ps ta e OI ¿a 
(2-4) 1-—Q 44 2 (11+ Ys) ? 
A o 


Ti=2 (Y HEY tr, == 1145, E=vjy. 


En efecto, representando el operador € en la forma € = Eg + Ci, 
donde Cy =0,5 (0 + C%) y €, =0,5 (€ — C*), obtenemos 


[(Sz, 23 1 =[(2, 2) — 1 (Cgz, JP <] v | (Cyz, 2) [?. 


De la desigualdad de Cauchy-Buniakovski y de las condiciones 
del lema hallemos 


| (Cjz, 2) 195 (Cyz, Ez) (7, 2 Ya [Coz, 2) (2, 2). 


Como para cualquier z € IT tienen lugar las desigualdudos 
Yi (2, 2) < (Coz, 2) <= Ye (z, 2), YL > 0, 


entonces de las tres relaciones anteriores obtenemos la siguiente esti- 
mación para el radio numérico del operador $: 


p2(8) < máx (1), donde q (£) = (1 —T1)? + T2ypgt. 
y <t <Y2 
Investiguemos la función q (£). Esta función puede tomar el valor 


máximo solamente en los extremos del segmento [y,, ya]. Por lo 
tanto 


p2 (S) < d GP (0) =(L— TY )4+ 0 YY) 0<TS TÍ, 
NA 


slijamos el parámetro 7 de la condición de mínimo de la estimación 
para p (9). Ya que la función qy (1) crece según T para 1, > 1%: 


Ya — — Y + Y > 0, 
Ve + Val Ya 


entonces se debe buscar el mínimo de p (S) en la o << TE, donde 
para p ($) se cumple la estimación p* e < 1 ( 

Ea función q, (T) para T=U0 = 1/ y, + e = xT% alcanza el 
valor mínimo, y ul mismo tiempo decrece para T< Ty y crece para 
T> 7,. Por lo tanto el valor mínimo de q, (m) sobre el segmento [0, 5 
se “alcanza cn el punto 7 =7,, Si 1,< 71% y cn el punto 1 = 1% si 
o 1 

j “De esta forma, está hallado cl valor óptimo del parámetro +: 


Pa (1) =2Y2 [1 (Ya + Y9)—11 > 27, 


T= mín (1%, x«v3). 
Con esto 


PL, xl, 


mín p? (S < 
a ss Pt), xs<xi. 
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Calculemos Q, (13) y 1 (7). Unos cálculos no complicados dan T$ = 


= (2 — 1/0/71 Ya = 115) — yy: Exmpleando estas relaciones, 
obtenemos 


YT) = (1 10? + (YY = 1 — 20 + Til = 
=1— (2— lily = (1 — (2— 1/49? (t — pod (t + Po)» 
Á continuación 
PT) = (1— Ty? A (apoyos = 1 — viY = 
= 1 — (2% — 1) Yi'Ya = 1 — (2 — 1) (1 — po/(1 + Qu). 


Así pues está estimado el radio numérico. La estimación del lema 


se ds de la desigualdad (| S* || < 2 [p (S)]I?.. El lema está demos- 
trado. 


Sustituyendo € =D-18 (DB-14) DB y C, =0,5D-"1R x 
X (DBA — (DBAAY* DA en las desigualdades (27), obtendremos 
las desigualdades 


YD < DBA < 7D, Y >0, (28) 


Y =1 4 9 LA_(DR"1AY* 
(2 DBA pe 4) Si DbB”*A as A) 2) < ya (D8"4z, e 


TEOREMA 6, Sean Y, Ya Y Ya las constantes en las desigualdades 
(28). Para el valor + = min (14, »t%) del parámetro iterativo el método 
de iteración simple (2) converge en H y, y para el error 2, tiene lugar la 
estimación (26). Para el número de iteraciones es cierta la estimación 
n > Tp (8), donde 


ta (8) = la 0,5€e/In p, 


y X, P y Ti esián definidos en el lema 6. 

Mostremos el tipo de las desigualdades (28) por algunos ejemplos 
de elección del operador D. Si en calidad del operador Y tomamos el 
operador A*A ó B*B, entonces las desigualdades (28) se pueden 
escribir en la forma siguiente: 


Y (Bx, Bx3 < (Az, Bx)< y, (Bz, Ba), y >0, 
10,5 (48-21 (BY 14%) 21PS ya (4*z, Ba), (29) 

En efecto, las desigualdades (29) se desprenden directamente de 
(28) después de la sustitución de D — B*B en (29). Para el cago D = 
= A*A en (28) es suficiente hacer la sustitución r = A“1By, 

Si el operador B es autoconjugado, definido positivo y acotado 
en ¿/, entonces en calidad de operador D se pueden tomar los vperado- 
res B 0 A*B-%4. En este caso las desigualdades (28) tendrán la forma 

VBSAS YB, y, >0, 
(30) 

(B-14,2, 412) < Ya (Az, 2), Ar =0,55 (4 — A”). 


Señalemos, que para el caso de D = A*B"1A las desigualdades 
(30) se deducen de (28) después del cambio indicado más arriba, 
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4, Método de simetrización de una ecuación. Para resol- 
ver la ecuación Au = f con el operador no autoconjugado Á 
se utiliza el bien conocido método de simetrización de una 
ecuación. En lugar de la ecuación inicial se examina la ecua- 
ción simetrizada 


Au=/, A= AFA, f= A*H, (31) 


la cual se obtiene de la ecuación inicial multiplicando de la 
izquierda por el operador conjugado a A. En el álgebra esta 
transformación de la ecuación se llama [primera fransforma- 


ción de Gauss. 
Para la resolución aproximada de la ecuación (31) exami- 


naremos el esquema implícito de dos capas 


Bu Aya, k=0,1,..., YH, (32) 


con el operador autoconjugado y definido positivo B. En 
calidad de operador D elegiremos los operadores B o A = 


= A*A. En esté caso el operador DB”*A es autoconjugado 
en FF y por eso los parámetros iterativos YT, pueden ser ele- 
gidos por las fórmulas del método de Chebishev, investigado 
en el$ 2. La información a priori pasa este método, en el 
caso de los operadores D indicados, tiene la forma de las 
constantes de equivalencia energética de los operadores 


ByA=A*A 
ÍHBSAtLAS YB, y >0, 


La estimación de la velocidad de convergencia del método de 
Chebishev (32) y las fórmulas para los parámetros iterativos 
están expuestos en el teorema 1. 


$ 5. Ejemplos de aplicación 
de los métodos iterativos 


í. Problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo. Para ilustrar la aplicación de 
los métodos iterativos de dos capas construidos en este 
capítulo examinaremos la resolución del problema de Di- 
richlet de diferencias para las ecuaciones lineales elípticas 


0 


de sogundo orden. Interproetaremos un problema de dife- 
rencias como una ecuación operacional 


Au =f (1) 


en un espacio de dimensión finita de funciones reticulares. 
Serán examinados los métodos de Chebishev explícito e iim- 
plícito, y también el método de iteración simple. 

Comenzaremos el exámon de los ejemplos por el problema 
de Dirichlet para la ecuación de Poisson en un rectángulo. 
Supongamos que en el rectángulo G = (0< 2. < ly, a = 
= 1, 2) con frontera T' se exige hallar la solución de Ja ecua- 
ción de Poisson 


ya de 
Lu=+t3= — 10), 2= (Ep 2) E6, (2) 
que toma los valores prefijados sobre la frontera ]' 
U (2) =g(2), El (3) 


El problema de Dirichlet de diferencias correspondiente 
a (2), (3) sobre la red rectangular 


o (2), = (ihr, ¡hy EG, OSISN OS SN», 
ha =laN, a =1, 2) 
tiene la forma 
2 
Ay=> yu. =—0(2), 2€o, y(1)=8(2), 2E y (4) 
a=i *a*g E 


donde y = fzx,¡€ T) es la frontera de la red 0, y 


Y =P W+HL, 2, DAY EL 1) 


XX 
1 Sá a y 
Ya 0 I+D 24, D+y (71), 


y (i, J)=y (2; y). 

En el $ 2 del cap. Y fue mostrado, que el problema de 
diferencias (4) puede sor reducido a una ecuación operacio- 
nal (1), para la cual el operador Á se defino de la siguiente 
forma: Ay = —Ajz, donde y € ff, y EH y y (2) = y [x) 
para € 0. Aquí H es el conjunto de las funciones reticulares 


definidas sobro (0 y que se anulan sobre y, y ff es el espacio 
de las funciones reticulares definidas sobre «w con el pro- 
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ducto escalar (u, E) = Y u (a) y (a) hh. El segundo miem- 
2€0w 


bro f de la ecuación (1) se diferencia del miembro derecho q 
de la ecuación en diferencias (4) solamente en los nodos 
fronterizos: 


(x) = 0 (2) + qu (0/4 + qu (2)/Aj, 


g (0 L2), Ly = hy, 
py (u) = (o ¿hy E11< 1, —2hy 
Elly, La), 2 =l,—hs, 
E(Z,, 0), 12 =ho, 
pz (2) = 30, 2h¿< 22, < lg — 2ho, 
E (E, la), 22= ly — hz. 
De esta forma, el problema de contorno de diferencias (4) 
está reducido a la ecuación operacional (1) en el espacio de 
Hilbert do dimensión finita ¿f. 


Para la resolución aproximada de la ecuación (1) exa- 
minomos EL MÉTODO DE CHEBISHEV EXPLÍCITO (BM = E): 


BRA y Ayy=f, =0, 4, ..., yo EH (5) 


TA+1 
== *=Í—c03 HH DA 
“A 00 ? y € m=] COS —3 ==” > 


k=1, 2, “>... n, 
n>n,(e), ny (e) = 1n (0,58)/In py. (7) 
En el $ 2 del cap. V se mostró, que el operador A aquí 
definido es autoconjugado en Ff y sus cotas y; y yz coinciden 


con los valores propios mínimo y máximo del operador de 
diferencias Á, es decir 


YE <A<p£, yv >o0, (8) 
donde 
h . 44 h 
T Tha 
Y, = 2 ña 3 sen? 7 , Ya= e Ta * (9) 
a= GU = 


Los operadores A y B = E son autoconjugados y defi- 
nidos positivos en ¿f. Por eso de los ejemplos examinados 
en el punto 3 del $ 2 se deduce, que y, y Ya de (8) son las 
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constantes para el método de Chebishev (5)-(7), si en calidad 
de D se ha elegido uno de Jos operadores E, A ó 42, Entonces 
en las fórmulas (6), (7) 


a AE OLLA VE Y. 
ek a 


dondo y, y y, están re en (9). 

Ya que y, =0(1) y = 0 (1h, + 1/3), entoncos 
E = O(|% [2), dondo | 4 y = = + hz. Por lo tanto, para 
el ejemplo examinado la estimación asintótica del número. 
de iteraciones rn, (e) tiene la forma 


no (e)=0 ( Ar ln 2). 


En el caso particular, cuando G es un cuadrado con lado 
(th, == ) y la red o es cuadrada (2, =%, =% =1/N), 


tenemos 


8 Tur 8 su Th 
Y1= 7 S0nt 37, Y =>35 008% y, =tg > 
13 UA 1—son F 
Vo="7D 2 Po 008, P= > 
08 ==— 
? 
1 2 2 


De esta forma, el número » de iteraciones es proporcional al 
número de nodos NY por una dirección. Señialemos, que el 
número de incógnitas en el problema (4) es igual a Y = 
= (N — 1)?, es decir el número de iteraciones es proporcio- 
nal a la raíz cuadrada del número de incógnitas. 

Utilizando la definición del operador A y el sogundo 
miembro f, se puede escribir el esquema iterativo operacio- 
nal (9) para B = E, en forma del siguiente esquema de dife- 
rencias: 


Yara == Yu + Tetra (AY, + Pp, 2E0, Yriy = E» 
=0, 1, 


dy 


| Sustituyendo aquí (4), obtendremos las fórmulas de cálculo 


Yn+s li, p=(1— A 2) ya (1, + 
L —41, 
de ad Y (1 o (i j) dde 


h3 


1<i<N,—1, 1< ¡<N¿—1. 


La aproximación inicial y, es una función roticular arbitraria 
sobre «w, la cual toma sobre la frontera y los valores prefi- 
jados yo (2) = g (x) para zx € y. 

Calculemos el número de operaciones Q (e), que conviene 
efectuar para obtener una solución aproximada del pro- 
blema de diferencias (4) con exactitud e mediante el método 
de Chebishev (5)-(7). 

Considerando prefijados los parámetros iterativos Ty, 
obtenemos, que para calcular y, +, en un nódo de la red w 
se necesitan nueve operaciones aritméticas. Ya que el núme- 


ro de nodos interiores de la red w es igual a M = (N, — 4) Xx 
X (YN, — 1), ontonces en la realización de un paso iterativo 
se exige Q, =9N,N, operaciones. Por lo tanto Q (8) = 
= nQ, Z 9nN,¡N,, donde n es el número de iteraciones. 
Para el caso particular examinado más arriba el número 
de iteraciones n está determinado en (10), y por consiguiente, 
para este ejemplo obtenemos 


O (e) == 2,9 A? In (2f8). 


Para resolver la ecuación (1) examinemos ahora 
EL MÉTODO DE ITERACIÓN SIMPLE, El esquema iterativo del mé- 
todo de iteración simple tiene la forma (5), y los parámetros 
iterativos T, y el número de iteraciones rn se determinan 
por las fórmulas del teorema 2: 


2 
Ta == a 7? n => Ry (e ; 
d— 
Po=4E> .=2> (11) 


donde y, y y. están dadas en (9). De (9) y (11) obtenemos una 
estimación asintótica respecto de 4 del número de iteracio- 
nes para el método de iteración simple n, (e) = 
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= 0 (mr In >) . Para el caso particular examinado más 
arriba halla us 


Ry (e) = sn in < — =0,2N ?2 In—, (12) 


es decir el número de iteraciones para el método de iteración 
simple es proporcional al cuadrado del número de nodos Y 
en una dirección (o proporcional al número de incógnitas 
en la ecuación). 

Comparando las estimaciones para cl número de itera- 
ciones del método de Chebishev (10) y del método de itora- 
ción simple (12), obtenemos, que el método de iteración 
simple exige un número considerablemente mayor de itera- 
ciones que el método de Chebishev. Para comparar estos 
métodos sobre reales mostremos el valor exacto del número 
de ¡teraciones para el caso particular indicado en dependen- 
cia del número N de nodos por una dirección para e = 10-* 
(primero so indica el número de iteraciones para el método 
de Chebishev): 


N =32 n=401 n= 1909 
N =64 n x= 202 n= 7642 
N =4128 n=404 n= 30577. 


Expongamos las fórmulas de cálculo del método de itera- 
ción simplo para el caso particular examinado: 


Bill )= In tit, Dn lit, 7)+ 
+ Y (Dt (ll DIA la, 7). 


La dependencia muy fuerte dol número de iteraciones del 
método de iteración simple del número de nodos N de la red 
es la causa de que en la actualidad este método casi no se 
utiliza para resolver ecuaciones elípticas reticulares. 

2. Problema de Dirichlet de diferencias para la ccuación 
de Poisson en una región arbitraria, Supongamos que eni 
una región acotada arbitraria G con frontera l' so exigé 
hallar la solución de la ecuación de Poisson 


Lu= + —$ (a), 2=(5,, 19) 66 13 
— Bat de DS dd e E ' ( ) 

que toma sobre la frontera I' los valores dados 
uv (a) =glx), zEel (14) 
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Para simplificar examinemos el caso, cuando la intersec- 
ción de la región G con una recta, que pasa por el punto 
x EG, siendo paralela al eje de coordenadas, consiste de un 
intervalo. 

Cubramos el plano con un retículo formado por la inter- 
sección de rectas paralelas a los ejes coordenados y situadas 
a la distancia h la una de la otra. 

A los punlos x;; del retículo, pertenecientes a €, Tos 
llamaremos nodos de la red o = fx;, € G). Mediante A, (2;y) 
designaremos el intervalo formado al intersecar € con la recta 
trazada por el punto z;, € w paralelamente al eje coordenado 
Oxa, A = 1, 2. Llamaremos nodos frontera en la dirección 
To los extremos de este intervalo. El conjunto de todos los 
nodos frontera en la dirección x, lo designaremos mediante 
Ya» y mediante y = y, U y, designaremos la frontera de la 
región reticular. El conjunto de los nodos interiores y de 
frontera forma una red wv = tm U y en la región G. 

Examinemos uno de Jos intervalos A,¿. Eli conjunto de 
los nodos z;,€ 0, que están en este intervalo, lo designare- 
mos mediante 0, (tg). P=3—a, a ==, 2. Mediante 
wa (24) designaremos el conjunto que consiste de los nodos 
de 0, (2g) y del extremo derecho del intervalo A,. Defina- 
mos 0% (xg) como el conjunto, que consiste de los nodos 
Ou (1) y de los extremos del intervalo A,. Designemos 
mediante ao y 7, los nodos más cercanos al punto 
2; € 04 (14) respectivamente a la derecha y a la jzquierda 
y pertenecientes a 0, (xp). 

Llamaremos pasoskZ (x;3) de la red w en el punto x,,€ 0 
la distancia entre Jos nodos xj; y x bs € w. Señalemos, 


quesi todos los cuatro nodos x e vecinos a 2; ¿ pertenecen 
a (entonces los pasos h% son iguales al paso fundamental A 
del retículo. En los nodos fronterizos hk% < Rh. Entre los 


pasos há y hz tiene lugar la relación 
- 1 
Ra) 03). 
A] problema (13), (14) le pondremos en correspondencia 
sobre la red (w el problema de contorno de diferencias 
2 


[e 


1 1 4 +1 
AY DY == Uy “—y), 
+1 
a A +1 E 4 a 
Y Y A 


Ar +1 (+1,) 
EL y “=y(1 *) a=t, 2. 


El problema de contorno de diferencias (15) se reduce a la 
ecuación operacional (1) y el operador A se define de la 
misma forma que en el punto 1. El producto escalar en ¿f 
se da de la siguiente forma: 


(u, 0)= » ula) o (a) h?. 
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Fntroduzcamos algunas notaciones, que utilizaremos en 
lo sucesivo. Definamos para las funciones reticulares, pre- 
fijadas sobre (m, los productos escalares según las fórmulas: 


(u, Do, 7 2 u (x) v (z) R., 


(4,0), = 2  u(a)o(x)h(), 


Cog (xp) 


(u, Dv), = ((u, Daz > Dog p=3—0, a=1, 2. 


Utilizando estas notaciones, el producto escalar en FT se 
puede escribir en la forma 


(u, 0) = ((u, Voy» 1) = (QU, Voz: Loy: (16) 


De la definición del operador 4, obtenemos que 
Ó o o o 
(Au, v) = —(Au, v) = ll a, Des Do, — 


9 0 2 
— e Deo y 
y como en virtud de Jas fórmulas de Green de diferencias 


tiene Jugar la igualdad (véase el punto 3 del $ 2 cap. V) ' 


Ls] a » Ó a o 
Ao as De, E (uz. dot = — (u, A 
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entonces de aquí se infieren las igualdados 


(Au, y) = (u, Av), 
2 o le] o 

(Au, u)= > (ul, La, u EH, u € ll. (17) 
a=1 ol 


La primera de estas igualdados demuestra la auloconjugación 
del operador A cn Af. 

Para Ja resolución aproximada de la ecuación (41) exami- 
nNemos EL MÉTODO DE CHEBISHEY IMPLÍCITO 


BEE 4 Ay ==, k=0, 1. ...9 Yo EHH, 


donde en calidad de operador B tomamos el operador diago- 
nal fácilmente inversible 


1 1 1 
By =(0, + bo) y, ltz)» al, 2. 
(18) 


Aclaremos la elección del operador $. Si se interprela la 
ecuación (1) como un sistema de ecuaciones lineales algebrai- 
cas de la matriz ,4 correspondiente al operador A, entonces 
la matriz Y, correspondiente al operador B, es la parte 
diagonal de la matriz 4. 

Puesto que los operadores Á y PB son autoconjugados 
y definidos positivos en HA, enlonces y, y y», que entran en 
las condiciones (6) y (?), son las constantes de equivalencia 
energética de los operadores A y BB: 


Y14 dl Á < YoB, Y: > O, 


si en calidad de D es elegido uno de los operadores 4d, HB 6 
AR-4. 


Mallemos las estimaciones de y, y yz. Primeramente 
mostremos que tiene lugar la ignaldad 


Y + Y =2. (15) 
In efecto, sea u (x) una función reticular arbitraria en ff. 


Examinemos la función y (2), la cual definiremos de la 
siguiente forma: 


Y (2) = (1) HH uu (ep), 21€ 0. 
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Calculemos ol valor del oporador en diferencias Avjen 
el punto x;, Obtenemos 


2 041 o o 0.1 
, lo mp yy * 
Av (i, )= [=> dd. Es 
2 o4 4 Lo] o A | 
= (1 Y El u ll E u-—u -) a 
ra Pe ha ha ely 


— 2 (— 4) (b, (2,1) + da (2,)) u (2; ,). 
Por lo tanto, 
Av(i, ) = —Ab (e, $) = (14H (QB — A) uti, j). 
Después, ya que 


y, =mín SES, 
á u>0 (Bu, u) 


(Bo, v)=(Bu, u), 


(Av, v)=2(Bu, u) —(Au, u), 


entonces 
, (Av, v) , _ (Au, y) 
= máx = 2 — mín -— = 2 -— 
ve (Bo, 0) zo (Bu, u) Yo 


La afirmación está demostrada. 
Utilizando la relación (19), obtendremos, que en las 
fórmulas (6) 
To =2 (Y + Y) =1L, po = (Y. — yd Ay + y) = 
=Í1 — y. 
Por consiguiente, para calcular los parámetros iterativos 1, 


es suficiente hallar la estimación para y,¡. Del lema 13 
del $ 2 cap. V obtenemos, que para cualquier función reli- 


cular y E H tiene lugar la desigualdad 


(doy, Y), <a (Ya, Der a=4, 2, (20) 
donde X, =%Xa (1g)= máx y%(x), y v*(x) 
EW y Xp) 


es la solución del siguiente problema de contorno tripuntual.: 


em a = —bo (1), Ta a a (Tp), 


p2 (2) =0, Za€ Ya (21) 
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Dividiendo la desigualdad (20) por Xx, y sumando según 0g 
oblendremos 


by 2 2 9 o 
(Ey y) <> Dago Doy) Dar 2=1, 2. 


Sumaudo estas desigualdades, hallaremos 


2 2 
bu a] Ls] Oo 
(S Ey y )<Y (14, Do (22) 
a=i a=i1 

De (17), (18) y (22) se deduce, que en calidad de y, se 
puede tomar la PP. 


ACA (x) 
ds e) Sa (2) (25) 


Y = mín 
xeEm 


Queda por calcular %,. Pura eso hallaremos la solución 
del problema (21). 

Sean da (za) y La (55) los extremos del intervalo A, 
sobre el cual están distribuidos los nodos de la red 0. (Lp). 
En virtud de la construcción del retículo sobre el plano los 
pasos hé son diferentes de Á sólo para los nodos fronterizos 
(véase la fig. 3). 


hy h Ro, 
¿mo a, o 
O AS E A 
La (xp) L.(xp) 
Fig. 3 


Por eso sobre la red 0. (rg) la derivada de diferencias 


a el segundo miembro de dla ecuación (21) se escriben 
e 


en la forma 
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Una verificación directa muestra, que la función reticular 


yo (1) = an (Za — la) (Lo — La + PE) + h?-—. (hay | 


para Za € O04 (xg) es la solución del problema (21). Ya que 
1 
ve (1) < a (Za — la) (La — Ta) +1, 
entonces 
Lo —ta 


y +4. (24) 


%,= máx vz (3 
Ñ XE0 a (Xp) DE 


Sustituyendo (18) y (24) en (23) hallaremos la estimación 
de y;- 

Una estimación aproximada para y, se puede obtener de 
la siguiente forma. Sea la región G- examinada inscrita en 
'un cuadrado con lado l. Entonces £y, — Ll, <1 para cual- 
quier a y, por consiguiente, Xy < ¿2/(44%) + 4, a =1, 2, 
Sustituyendo esta estimación en (23), obtenemos, y, > 
> 4h1/1((2 + 48), es decir y, == 4429/22, Como y. = 2— Yi; 
entonces E = y,/y, == 2h*/PP. Por lo tanto, de la estimación 
(7) para el número, do iteraciones obtenemos 


mole) =, 7 ln 0,350 In E, (25) 


donde N es el número máximo de nodos por cada dirección: 

De esta forma, para el método de Chebishev implícito 
examinado aquí el númoro de itoraciones depende única- 
mente del paso fundamental 4 de la red y no depende de los 
pasos no uniformes hz en los nodos fronterizos. Comparando 
la estimación (25) con la estimación (10) obtenida anterior: 
mente, encontramos, que el número de iteraciones para el 


caso de una región G arbitraria, inscrita en un cuadrado 
con lado ?, es el mismo que para el caso, cuando la región 
G es el cuadrado indicado. 

Citemos las fórmulas de cálculo para el método iterativo 
de Chobishev de resolución dol problema de Dirichlet de 


de 


diferencias para la ecuación de Poisson en una región G 
arbitraria: 


Yn+t1 (2; y) = (1 —Tp.41) Yn (51) + 


+í, sd pa 
Th E y y y 
Tout ha hi + Ry + hz e 


442) +09] > 


a D/ 


¡€ 0, yr lz)=g(t) Ey. 


Notemos, que on el capítulo X será construido para el 
problema examinado otro método de Chebishev implícito 
(mélodo iterativo alternativo triangular), para el cual el 
número de operaciones aritméticas, gastadas en la rcaliza- 
ción de un paso iterativo, es un poco mayor que para el 
mélodo aquí examinado, y el número de iteraciones es 
considerablemente menor, lo cual asegura la efectividad 
del método indicado. 

3. Problema de Dirichlet de diferencias para una ecua- 
ción elíptica con coeficientes variables. 

3.1 MÉTODO DE CHEBISHEY EXPLÍCITO. Examinemos el pro- 
blema de Dirichlet para la ecuación elíptica de segundo 


orden con coeficientes variables en el rectángulo Gl= (0 < 
< a E lar a =1, 2): 


2 
Lu= Y, 77 (ha (2) 5)-9(0)u=—1(0), 
a=1 


EG, u(z)=g(x), El. (26) 
Sobre la red rectangular 
o= (2, = (hy, ¡h)EG, 0<i<NL 0< SN», 

Ra =tiNa a =1, 2) 
al problema diferencial (26) le corresponde el problema de 
diferencias 


2 
Ay 7 (A, (1) 4d —d(dy= -—o (2), zto, (27) 


ylz)=8(x%), zEy. 


Si los coeficientes ka (2), q (e) y f(x) son los funciones 
sificientemente suaves, entonces los coeficientes ay (x) 
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dí) y q (zx) del esquema de diferencias (27) pueden, por 
ejemplo, determinarse de la siguiente forma: 


A] (2) = ti ((U — 0,5) Az, jho), as (21) = 
== feo (hy, (f — 0,5) Ag), 


d (2) = 9 (2), Pírij) =$ (x:,). 


Supondremos que los coeficientes del esquema de diforen- 
cias (27) satisfacen las condiciones 


004 <A (1) < Co 20, 
0O<A<dO<d, zto0,a=1, 2. (28) 


Estas condiciones aseguran la existencia y unicidad de solu- 
ción del problema (27). 
El esquema de diferencias (27) se reduce a la ecuación 


operacional (1) de la forma usual: Ay = — Ay, donde 


yEH, y € HE, y H es el espacio de las funciones reticulares 
definidas sobre «w, con el producto escalar 
(1, 0) = 2 u (1) v (2) hyhz, 

xE0 
y el segundo miembro f de la ecuación (1) se diferencia del 
miembro derecho «q del esquema (27) sólo en los nodos fron- 
lerizos. 

Para la resolución aproximada de la ecuación (1) aplica- 
remos el método de Chebishev explícito (5)(7) (B = E). 
En el $ 2 del cap. V fue mostrado, que el operador A aquí 
definido es autoconjugado en 7. Por eso la información 
a priori para el método de Chebishev tiene la forma de las 
constantes y; y Ya de las desigualdades y, E X A < yof, 
y, >> 0, si en calidad de D se toma uno de los operadores 
E, A o 4*. Hallemos estas constantes. Para esto introduz- 
camos el operador A correspondiente al operador de dife- 


rencias Á, donde Ay Usa Pués Y definamos los 
siguientes productos escalares para las funciones reticulares, 
definidas sobre «: 

(u, de, = 2 u(ojv(2) ha, (us v)gy = 2 u(s) v(x) ha, 


a 
Cy ED EV 


(u, D)a =((u, Dto Dog» B=3--0, a:=1, Ze 
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Aquí 
Da =1Ta, ¿hy, 1<i<Na— 1); 0a= 
(Za, ¡= ika, 1<is Noa) 


Los productos escalares, aquí introducidos, son el análogo 
de los productos escalares definidos en el punto 2. 


De la definición de los operadores A y A y de las fórmu- 
las de Green de diferencias (véase el punto 2 del $ 2 cap. V) 
obtenemos 


(Au, u)= —(Au, 4) = — (618... os Lo, — 


2 
—(0gUz,., os o, (du, u)= 2) (Ualós , Mo + (dus 4), 
(29) 


9 o. 0 2 o o o 
(Au, u)=—(Au, u) = 2 (ur Da, EH, uE H. 


Teniendo en cuenta las desigualdades (28), de aquí 
obtendremos lag desigualdades operacionales del tipo 


A IF AUESAS CA +E. (30) 


En el punto 1 del $ 5 fue mostrado que el operador A tiene 
cotas 


ES 4 Tha E 4 2 Tha 
n=)» E =D rd a 


a=1 a=1 


es decir, tienen lugar las desigualdades 
ESAS YE. (31) 
De (30) y (31) hallamos, que el operador A tiene las cotas 


Y1 =C1Y1 +0 y Ya = Coya + dy. 

Do esta forma, hemos hallado las constantes y, y Yo- 
Aplicándolas, calculemos mediante las fórmulas (6) los 
parámetros iterativos Th y por las fórmulas (7) hallemos 
una estimación para el número de iteraciones ». 


Ya que E=v/7, =0(1A [2), entonces E = y/y = 
= O (| 4 18 y para el número de iteracionos del método 
examinado tiene lugar la siguiente estimación asintólbica: 


0(9=0( pipi) 
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y la constante en la estimación depende de las características 
extremales de los coeficientes a, (1) y d (2), es decir de 
Ca Y da, a=1, e 

En el caso particular, cuando G es un cuadrado con lado 
¿(t, =l = 1), la red 0 es cuadrada (A, =%h, =h = UN) 
y d =0, obtenemos 


_ 8e, y Th 
E 


8ca Th 


= 
VE AS cos* 371 E= te? 


y, por consiguiente, 
Ho (e) = V a HR ln ru ro 0,32 e N In ar ; 


Comparando la estimación obtenida aquí para el número 
de iteraciones del método explícito de Chebishev de resolu- 
ción de la ecuación en diferencias (27) con coeficientes 
variables con la cstimación (10), encontramos que para el 


ejemplo examinado el número de iteraciones es Y c/c, 
veces mayor que ol número de itoraciones para el caso 
do coeficiontos constantes. 

Citemos las fórmulas de cálculo para el método de Che- 
bishey explícito (5)-(7) utilizado en la resolución de la 
ecuación en diferencias (27). fistas fórmulas tienen la forma: 


Yatali, 1) = Un (is Ya lis 7) + 
+ P Dyn(i4+1, + 
+41 (li) ya (—1, D+= y [02 (i, +1) ya (1, ¡+4 10)+ 
pazlis Da (ls JIAP D), 

l<i<N¡—1, 1<]<NVM2—1, 
donde está designado 
| d1 (i+1, H+as (i, j) nj 

hi 


+ Qg (E, A (E, j) +d (i, p], 


y la aproximación inicial y, es una función reticular arbitra- 
ria sobre w, que toma sobre y los valores prefijados: y (1) = 
= g (2) para € y. 


Oy (is $) == 1 — Tprs 
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3.2 METODO DE CHEBISHEV IMPLICITO. Para la resolución 
aproximada de la ecuación (1) planteada en el punto anterior, 
correspondiente al esquema de diferencias (27), examinemos 
ahora el método de Chebishevy implícito más simple (5)-(7). 
En calidad de operador B, igual que en el punto 2, de nuevo 
tomamos la parte diagonal del operador A 


By =by, 
dl 7) pla (+4, +0 (e DIA 
+57 ls (i, ¡+1)+ 021, + ai, j). (32) 


Puesto que los operadores A y B son autoconjugados 
y definidos positivos en H, entonces la información a priori 
para el método de Chebishev implícito (5)-(7) tiene la 
forma de las constantes de equivalencia energética de los 
operadores YB XA < yaB, y > 0, si en calidad de D 
es elegido uno de los operadores A, B 6 AB-A. 

Hallemos las constantes Y, y Ys. Al igual que en el 
punto 2, se demuestra que tiene lugar la igualdad y, + y, = 
= 2. Por eso en las fórmulas (6) para los parámetros itera- 
pisadas tenemos T, = 24 Y, + Ya) = Ll, Po = [Ya — YD Ya + 

Yi) = 

Ac a Del lema 14 del 3 2 cap. Y se deduce que 


para cualquier función reticular y € H tieno ingar la desi- 
gualdad 


o o o 4 o o a 
(Pd, Yo <a [ (282 , Dog + 3 (dy, Yo, |» 
a=14, 2, (33) 


donde %y = Ag (14) = máx 1% (2), y v% (7) es la solu- 


e y EO q, 


ción del siguiente problema de contorno tripuntual: 
(a.UZ )a. —— di — —b (x), Pa ETE la — Rar 
GQ UU 
9% (2) =0, 2¿=0, lu, haz < la —hp, P=3—A, (34) 
a=1, 2, 


De las desigualdades (33) dividiendo por %¿ y c€on la 
subsiguiente sumación según (¿ obtendremos 


b . o o A o o. 
(Y y) (aye 1)+- 3 (dy, Y, a=1:. 2 
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Sumando estas desigualdades y teniendo en cuenta (29), 
obtenemos 


2 2 
4 o o 1] o o > 
(Y 9, 9)< Y) (aa? , 1)+(04, y) =(4y, y). 
a *a 
a=1 a=1 
Por consiguiente, en calidad de y, se puede tomar 
- 1 1 1 
ML rar 


Así, para encontrar y, es necesario rosolver las ecuacio- 
nes (34), hallar x, (28) y por la fórmula (35) calcular y,. 
La constante y, se encuentra mediante la fórmula y, = 
= 2 — Y. 

Obtengamos una estimación para el número de iteraciones 
del método de Chebishewv implícito a examinar. De la 
teoría de los esquemas de diferencias se desprende que el 
esquema de diferencias (34) es estable respecto al segundo 
miembro en la métrica uniforme, es decir, existe una cons- 
tante M, no independiente de los pasos f%, y Rh, de la red, 
tal que pára la solución de la ecuación (34) tiene lugar la 
estimación 

1 
máx v* (2) <M (02, Di, . 


LyEV q 
Gomo b(x)=0 (7) , h=miínA, para r€ow, entonces de 
a 
aquí obtenemos, que 


Ay = máx ve (2)=0 ( 77) 
¿$0 


y, por consiguiente, Y, =0 (4%) y y, = 0 (1). Por cso 
E = yy, = 0 (h*), y para el número do iteraciones tiene 
lugar la misma estimación asintótica por Á que para el 
método explícito 


1 Y) 
Ro (e)=0 (5 ln). 
¿En que consiste la ventaja del método ileralivo implícito 
en comparación con el método de Chebishev explícito exa- 


minado más arriba? La respuesta a esta pregunta la da el 
siguiente teorema, el cual citaremos sin demostración. 
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TEOREMA 7*, Para el esquema iterativo (5)-(7) con el 
operador A correspondiente al esquema de diferencias (27), 
el mejor de los operadores B en la clase de los operadores diago- 
nales (es decir aquel para el cual el cociente E es máximo) 
es el operador, definido por las fórmulas (32). 

Del teorema 7 se deduce que si en calidad del operador B 
se elige la parte diagonal del operador A, entonces la rela- 
ción E = y¡fy, de las constantes de equivalencia energética 
Y, Y ya de los operadores A y B será máximo, y por lo tan- 
to, el número de iteraciones n será mínimo. 

Mustremos la ventaja del mélodo implícito en el siguien- 
te ejemplo. Sea prefijado cl esquema de diferencias (27) 
sobre una red rectangular en el cuadrado unidad kh, = kh, = 
=h=iN, l, =k =1. 

Eligiremos los coeficientes a, (x), as (1) y d (x) de la 
siguiente manera: 

41 (1) =1 + C lx, == 0,5) + (Lo o 0,933), 
as la) =1 + cl0,5 — (2, — 0,5)? — (2, — 0,5), 
d (2) =0, c > 0. 


Con esto on las desigualdades (28) tenemos e, = 1, Cy = 
=1 + 0,50, d =d, =0. Cambiando el parámelro e, 
obtendremos los coeficientes del esquema de diferencias (27) 
con caracteristicas exlremales diferontes. 

Para el método explícito fue mostrado, que el número de 
iteraciones depende de la relación cofc,. Para el método 
implícito el número do iteraciones no depende de Jos valoros 
máximo y mínimo de los cocficientes 4, (1), sino de algunas 
caracteristicas integrales de estos cocficientes. 


Tabla 7 


Ca 
c, [implícito | explícito limplícito | oxplícito [implícito] explícito 


143 246 494 971 
280 305 616 1142 
971 365 749 2283 
1141 409 856 4565 
2281 436 926 9130 


*) Este teorema es un caso particular de un teorema más general 
demostrado en el trabajo: G. Forsythe, E. G. Straus, On best condi- 
tioned matrices, Proc. Amer. Math. Soc. 6 (1955), 340-345, 
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En la tabla Y se expone el número de iteraciones para 
los métodos explícito e implícito en función de la relación 
Cote, y del número de nodos NY por una dirección. Los cálcu- 
loa están hechos para e = 10-*, Para el caso, cuando el 
parámetro c =0Ú, es decir, €, (2) == 1, y se examina la 
ecuación de Poisson, el número de iteraciones para los 
métodos explícito e implícito es el mismo y se da en el 
punto 4. 

De la tabla se deduce, que para el ejemplo a examinar el 
número de iteraciones para el método implícito es conside- 
rablemento menor, que para el método explícito. La depen- 
dencia del número de iteraciones de la relación czfc, es 
menor para el método implícito que para el explícito. — 

In resumen citemos las fórmulas de cálculo para el 
método Chebishev implícito: 


Yn+s (E, j)= NO Ya (E, + 
+ la (id Dn li+d p+ 
+44 (e, Py (4, DIA q le (os I+D ya (e, 14) + 


+a2(i Dun (e ¡DIA DN), 
I<iSN,—1, 1<jSN¿—1, 


donde b(i, j) está definido en (32), y la aproximación 
inicial y, es una función reticular arbitraria sobre «w, que 
toma sobre la frontera y los valores prefijados: y, (x) == 
=> E (1), L € Y. 

De la comparación de las fórmulas de cálculo para los 
métodos de Chebishev explícito e implícito se deduce, que 
el número de operaciones aritméticas para calcular y». 
por el y, dado es prácticamente igual para ambos métodos. 
Puesto que el número de iteraciones para el método implí- 
cito es consideorablemente menor, que para el explícito, 
entonces se lo debe dar preferencia al método implícito. 

4. Problema de Dirichlet de diferencias para una ecua- 
ción clíptica con derivada mixta. En el rectángulo 
G=(0< 10< ly, a =1, 2) con frontera T se exigo 
resolver el problema de Dirichlet para una ecuación etíptica 
con derivadas mixtas 


2 
YD A (tao) =—1 (0), 266, 


%, Pai 


u (1) = g (1), 2 € 1. 
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Se supone, que se cumplen las condiciones de simetría 
ja (2) = Ka (2), 2 EG, (36) 


y de olipticidad 


2 2 2 
cs 2, En » apbapia <Cz ») En» c1>0, (37) 
a=1 a, P=1 a=1 


dondo Ex=(E,, E,) es un vector arbitrario. 
Sobre la red rectangular 


0= (fx, =(ih,, Pho EG, OSIS<N 0O<]<NWa, 
Rhu=l AN a» ai, 2) 


al problema diferencial le corresponde el problema de 
Dirichlet de diferencias 


2 
Ay=0,5 2) [(Kap4z,) Za + (Kapgzp)z 1=—9 (2), 260, 
a, f=1 B a 
(38) 
y (1) = 8 (2), € y, 
donde y es la frontera de la red o. 


En el'$ 2 del cap. V fue mostrado, que el problema de 
diferencias (38) se reduce a la ecuación operacional (1) de 


la manera usual: Ay == —Ay, donde y E H, y € He y (a) = 
= y (1) para € wm. Aquí BH es el conjunto de funciones 
reticulares, definidas sobre «w y que se anulan sobre y, 


y H es el espacio de las funciones reticulares, dofinidas 
sobre ou, con el producto escalar 


(u, v)= 2 u (1) v (x) h,ho. 


Allí también fue mostrado, que al satisfacer las condicio- 
nes (36) el operador A construido es autoconjugado en A y, 
si se cumplen las condiciones (37), él posee las cotas y, 
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y Yz» Iguales a 


2 
á Th 
YC 3 7 sn e» Ve =Cz y ra > (39) 
Qs] 
es decir 
vb <A < yal. (40) 


Para la resolución aproximada de la ecuación (1), corres- 
pondiente al esquema de diferencias (39), examinaremos 
el método de Chebishev explícito (5)-(7) (B = E). Ya que 
los operadores A y B son autoconjugados y definidos positi- 
vos en 17, entonces la información a priori tiene la forma 
de las constantes y, y y. en las desigualdades (40), y el 
método converge en Hp, donde D =A4, B Ó AB-A4. 

De (39) obtenemos 


n=0(0) v=0(4), ¿=L=0(%1), 
h2=h24 h2. 


Por lo tanto, para examinar cl ejemplo, la estimación 
asintótica respecto de k del número de iteraciones ny (e) 
tiene la forma 


ny (e)=0/ E e In) 


En el caso particular, cuando G es un cuadrado con lado / 
y la red wm es cuadrado (2h, =h, =h HN), obtonemos 


— 6 gana Y 
Yi > h2 21? 
sh Tue 
V= 5 mA Es telar. 


nn (8) = y a HF Imn£=0 2y 2N 102, 


es decir, el número de iteraciones es igualmente proporcional 
al número Y de nodos por una dirección, como también er 
el caso de la ecuación sin derivadas mixtas. 

Con esto nosotros terminamos ej examen de los ejemplos 
de aplicación de los métodos iterativos de dos capas a la 
resolución de ecuaciones elípticas. Ejemplos más complejos 
serán examinados en el capítulo XIV, 


Capítulo 
vil 


Métodos iterativos 
de tres capas 


En este capítulo se estudian los métodos iterativos de tres capas 
para resolver la ccuación operacional Au —= f. Los parámetros itera- 
tivos se eligen teniendo en cuenta la información a priori sohre los 
operadores del esquema. En el $ 4 se da la estimación de la velocidad 
de convergencia para los esquemas de tres capas de tipo estándar. En 
los 8$ 2 y 3 son examinados el método semi-iterativo de Chebishev 
y el método de tres capas estacionario. El $4 está dedicado a la inves- 
tigación de Ja estabilidad de los métodos de dos y tres capas con 
respecto a la perturbación de Jos datos. 


$ 1. Estimación de la velocidad 
de convergencia 


1. Familia inicial de esquemas iterativos. En el capitu- 
lo VI para encontrar una solución aproximada de la ecuación 
operacional lineal 


Aus f (1) 


con el operador no degenerado 4, el cual actúa en un espacio 
de Hilbert real Y, fueron construidos los métodos ¡iterativos 
de dos capas. En estos métodos el esquema de dos capas 
relaciona dos aproximacionos iterativas Yr41 Y Yn- 

En este capítulo serán estudiados los esquemas i¡terativos 
de tres capas. El esquema iterativo de tres capas para la 
ecuación (1) relaciona tres aproximaciones iterativas Y, 41, 
Yn € Y -1, de manera tal que ya, se determina por medio 
de Yn 0 Yr-1- Para la realización de un esquema de tres 
capas deben ser prefijadas dos aproximaciones iniciales y, 
e y;. Con frecuencia para un y, arbitrario la aproximación y; 
se encuentra por un esquema de dos"capas. | 
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Limitémonos al estudio de Jos esquemas de tres capas de 
tipo estandar. Un esquema iterativo de tres capas estandar 
implícito tieno la forma 


BYn+1r = Upra (8 — Tr A) Yn + (1 — Ongi) BDYnr + 
+ Ar+1Tn +, (2) 
By, = (B — TA) Yo + Uf, k=1, 2, e... .4 Yo EX, 


donde y,, es una aproximación inicial arbitraria, B es un 
operador lineal no degenerado que actúa en H, «y y Tx 
son los parámetros iterativos. Por las fórmulas (2) se define 
una familia inicial de esquemas iterativos de tres capas. 

El encuentro de una nueva aproximación yx+41 se puede 
interpretar de modo siguiente. Sea y una aproximación 
iterativa intermedia, la cual se encuentra por el esquema 
implícito de dos capas 


Y — Uh ll 
BR, +A =1. 


Entonces do (2) se deduco, que yx, es una combinación 
lineal de las aproximaciones Y € Ya 1 


Yn+r = Ar+rg E (l — Or41) Yr-1: 


De esta forma, la aproximación y». es una extrapolación 
lineal según las aproximaciones Y 8 Y» -1- 

Si ponemos dz == 1 en (2), entonces cl esquema de tres 
capas pasa a ser un esquema de dos capas cuya convergencia 
fue estudiada en el capítulo VI. Por eso la introducción de 
los parámetros iterativos a, permite presuponer que la con- 
vergencia del esquema (2) no será peor que la convergencia 
de un esquema de dos capas. 

Señalemos, que a diferencia de un esquema iterativo de 
dos capas, la realización de un osquema de tres capas exige 
la recordación no solamente de una, sino de dos aproxima- 
clones itorativas Yp € Yh-1- 

2. Estimación de la norma del error. Ocupémonos ahora 
de la investigación de la convergencia del esquema de tres 
capas (2) en el espacio energético Fp, generado por un ope- 
rádor DH autoconjugado y definido positivo en H. Para eso 
estudiaremos el comportamiento de la norma del error 
Zn = Y — 4 cuando k — oo en Hp. 
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Sustituyendo Y = 2, + u para k=0,4,... en (2) 
y teniendo en cuenta la ecuación (1), hallaremos una ecuación 
para el error 2;: 

BZn+1 = Op41 (BD — Tr41 4) 2 + (1 — Gg41) DZz 1, 
k=41,2,..., 
Baz =(B—=114)2Z0) Zo = Yo — u- 

Resolvamos esta ecuación con respecto a 2, +1 y, ponien- 
do 2, = D-Y*z;,, pasemos a la ecuación para el error equi- 
valente x,. La ecuación para x, tendra la forma siguiente: 

Tr4a == Or E (ld — Op 41) Es ki = 1, 2, 
E =p Sy =£-—T1rl, (3) 
donde €) = DIPB-14D 2, 

En virtud del cambio hecho z, = D-"*Px, es válida la 
igualdad || zx. [l= | z, llp y, por consiguiente, la conver- 
gencia del esquema (2) en ff y tendrá lugar, si ll zx, || — 0 
cuando k — 00. 

Estudiemos el comportamiento de la norma de zx, en ff 
cuando k-— 00. Para eso hallemos la forma explícita de la 
solución de la ecuación (9). Utilizando las fórmulas (9), 
sucesivamente obtendremos 
1 =(E — 1,0) 2, =P, (C) zo, 

Ey = Ue (E — TC) x, + (1 — 0%) 2) = 
2% (E — 7, 0) P, de + , — a) eN =P, qe ds 


Tr+1 == Urue+i E == 110) P, (0) Ly de 
+ (1 — Lar) Pro (0) 29 = Puy (0) £o, 
elec. 


Por lo tanto, para cada k la solución de la ecuación (9) 
tiene la forma 


=P, (05 Lo» k=0, 4, . . 1.) (4) 
donde Py (C) es el polinomio operacional de grado 4 respecto 
al operador €. En virtud de la arbitrariedad de x,, el corres- 


pondiente polinomio algebraico P, (t) satisface las siguientes 
relaciones recurrentes: 


Pr+r (t) =% 41 (1 — Toga) Pr (2) + (1 — 0241) P 1 4 (£), 
PO)=1—=ut 2()=1t k=1,2... 6) 
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De (5) se deduce que para cualquier k el polinomio 
P, (t) satisface la condición de normación P, (0) = 1. 
Estimemos ahora la norma de x;. De (4) obtenemos 


za ll = 11 Ps (0) 22 11 <P (0) 11H zo 1, 
k=0, 1, 


o, on virtud de la sustitución hecha z¿ = Dz, 
112% lo < Pa (0) 1 11.20 lo. (5) 


Así, está obtenida la estimación de la norma del error z;* 
De (6) se desprende que el método poscerá la mayor velocidad 
de convergencia, si la norma del polinomio P, (C) tiende 
a cero tuando k-—=> co lo más rápido posible. Puesto que el 
polinomio P, (C) es una función de los parámetros iterativos 
Tas Tos <<.) Th Y X, Eg: » - -,» Az, entonces estos pará: 
metros deben ser elegidos do la condición de mínimo de 
la norma del polinomio operacional P, (€). En otras pala: 
bras, es necesario construir un polinomio de grado k normado 
por Ja condición P; (0) = £, el cual posea norma mínima. 

En el capítulo VI durante el estudio del método dé 
Chebishov de dos capas, este problema fue rosuolto supo- 
niendo que el operador DB-*A es autoconjugado en A y 
siendo prefijadas las constantes de equivalencia energética 
Y: y Ye de los operadores autoconjugados D y DB-14; 

YD EDBAA < YD, Y >0, DBA =(DB-4)". 
(7) 

Al construir los métodos iterativos de tres capas vamos 
a examinar únicamente el caso autoconjugado, es decir, 
supondremos que están cumplidas las condiciones (7). 

Dado que están cumplidas las condiciones (7). Indicare- 


mos el operador óptimo P; (C) y obtendremos la estimación 


a priori para el error 2;. 
y 1 


Ya que C=D* BAD 7_p7 7 05430 7, enton- 
ces de (7) se deduce, que el operador € es autoconjugado 
en H, y y,, y. son sus cotas: 

“ESC YE, y50 C0=€?. (8) 


Entonces en virtud de (8) para la norma del operador. 
P, (C), es válida la estimación 
4P.(C) << máx JP, (1). 


1 <1t<Yy e 
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Por consiguiente, el polinomio óptimo P, (t) se destaca 
por la siguiente condición: que el máximo del módulo de 
esto polinomio sobre el segmento [y,, ya] sea mínimo. Del 
$ 2 del cap. VI se deduce, que para la condición de norma- 
ción Py (0) = 1 el polinomio buscado tiene la forma 


Py (1) =qu1» _ 0 EE (9) 
k A 
Do - 


donde 7, (x) es el polinomio de Chebishey do 4 er. género 
y de grado k 


A” a lx[<1t, 
¿D=1 ch(kArcha),  |z|>1, 


PR? PE MPG 
A VE e E 
AE 


Con esto tiene lugar la estimación 
(PC) < máx |P.()|=h, k=0, 1, ... 
AS 


Sustituyendo esta estimación en (6), obtenemos 


Za llo < 9 11 20 lo. 


De esta manera, la velocidad de convergencia del método 
iterativo de tres capas (2), cuyos parámetros Ta y Oj se 
eligen de la condición de mínimo de la norma del operador 
de resolución, es igual a la velocidad de convergencia del 
método iterativo de Chebishev de dos capas. 

Las fórmulas (9) dan la solución del problema sobre la 
construcción del método iterativo de tres capas de convergen- 
cia más rapida. En el $ 2 serán obtenidas las fórmulas para 
los parámetros iterativos 1, y 2, de este método, el cual 
se llama método semi-iterativo de Chebishev. 


$ 2. Método semi-iterativo de Chebishev 
1. Fórmulas para los parámetros iterativos. Hallamos 
ahora las fórmulas para los parámetros iterativos Ay Y Tr 


del método semi-iterativo de Chebishev. En el $ 1, utilizando 
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cl esquema iterativo de tres capas del método 


Byr+r = %p41 (8 — TnHA) Ya + (1 — Gr +1) BYra + 
+ Ur+iTa+1Í, (1) 
By e” (4 n= T,4) Yo + TÍ, k e Es 2, e. ., Ya Eldí, 


nosotros obtuvimos una ecuación para el error equivalente 


Tari = Apra (El — TC) a + (1 — Que) Th 1 
SS LO (2) 


z, = (E — 1,0) 24. 


Fue mostrado, que para cualquier k la solución de esta 
ecuación tiene la forma 


ah = Px (C) Tor k=0,1l, ..., (3) 


y el polinomio P, (€) se determina por Jas fórmulas 


R 
+, (4) 


P t > T ( pe ) — a Y a 

A rd E En pp 
Pa 

Para obtener las lórmutas para los parámetros ¡leralivos 

Gr Y Tr: hallaremos las relaciones recurrentes, a las que 

satisface el polinomio P, (£). 

Es conocido, que para cualquier x los polinomios de 

Chebishev de primer género F, (z) satisfacen las siguien los 
relaciones recurrentes (véase el $ 4 del cap. 1): 


Tr+r (x) ES 2aTr (x) E Ph (2), k = e Z, . . ». 
MitO=a Ti d (0) 
Utilizando (4), y (5), obtendremos 


Ih»1 Do 3h Gh ? 


P, (Da = (1 — TotlPo, Po (td = 1. (7) 


Pñes (0 — 9 (toy Lal Pa k=4,2,..., (6) 


De la definición (4) y las relaciones (5) se deduce 
1/9r+1 = 20091) — MUgna. QU =Por do =?. (8) 


De aquí haJlamos 
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 Susliluyendo (8), y (9) en (6) y (7), obtendremos las fórmu- 
las recurrentes para los polinomios P (1): 


2 a a _ 2 her, 

Pr (0) = ¿eL (1 — 06) Pa (0) + (1— EL] Pr (0), 
PL) =1d—"Tt P0)=1l k=1, o 

De aquí y do (3) se deducen las relaciones recurrentes 
para Za 

2 BA E ES 

o RE 

Ly = (£ . TLC) Lo- 
Comparando estas fórmulas con (2), obtenemos 


Arya = 29r+1(Podn)s Tn = To=2/HY1 + Ya), A=1,2,... 
(10) 
Así, hemos obtenido las fórmulas para los parámetros 


iteralivos T, Y 24. Transformemos la fórmula para los pará- 
metros «;,. Para eso, utilizando (8), calculemos la expresión 


— 


— ra on | —Á PAN E Po 
TN Ch %h41 2 4k+1 


Ek 
le 


E (S q 
Po e AR Gh-t 


De aquí obtenemos Ay = 4/4 — pin), k=1, 2,... 
Poniendo k=0 en (10) y teniendo en cuenta (S), hallare- 
MOS, que a, = 2. 

Así, está demostrado 

TEOREMA 4. Supongamos que se cumplen las condiciones 


MDSEDBIASTD, y>0  DBA= (DB-A5?* 


El método semi-iterativo de Chebishev (2) con los parámetros 
¿eraticos 


Ta = 2H Y E Ya)a An == AMA — pa), 
k=1,2,...,% =2, (11) 
converge en H ,,. y para el error z, es válida la estimación 


Za ly < e 11 Zo [| p. 
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Para el número de ileraciones n liene lugar la estimación 
n > Ro fe), donde 


In 0,58 4 —*+ 1VE 
Ny (E) = ln p, $ Po= 7 E> a, 
é 1+po7 ' Ya” 


OBSERVACIÓN. La comparación del método semi-iterativo 
de Chebishev con el método de Chebishev de dos capas 
muestra, que para estos métodos tiene lugar la misma 
estimación || 22 llo < qu 11 Zo llo, si se han realizado n 
iteraciones. Sin embargo, para el método de dos capas esta 
estimación es cierta solamente después de ser cumplimen- 
tadas todas las ¡iteraciones, a la vez que para el método 
de tres capas este tipu de estimación tiene lugar para cual- 
quier iteración intermedia. A diferencia del método de dos 
capas en el método de tros capas las normas de los errores en 
las iteraciones intermedias decrecen monótonamente y esto 
asegura la estabilidad computacional de dicho método. 

2. Ejemplos de elección del operador D. Mostremos ahora 
ejemplos de elección del operador D y las exigencias, im- 
puestas a los operadores A y B, para los cuales serán cumpli- 
das las condiciones del teorema 1. 

En ol punto 3 del $ 2 cap. VI fueron examinados nlgunos 
casos de elección del operador Q en dependencia de las 
propiedades de los operadores 4 y 4, Citemos estos resultados. 

1) Si los operadores Á y B son autoconjugados y defini- 
dos positivos en /f, entonces en calidad de D se puede elegir 
uno de los siguientes operadores: 4, $3 6 AB-14. Con esto 
la información a priori puede ser prefijada en la forma 


YB <A < yb, y >0. (12) 


2) Si los operadores A y B son autoconjugados, definidas 
positivos y conmutan A=A* > >0, B= B* >0, AB =- 
= BA, entonces en calidad de D se puede tomar el operador 
AFA. En esle caso lá información a priori tiene la forma 
de las desigualdades (12). 

3)Si A y B son los operadores no degenerados, que satis- 
facen la condición BYA = A*ÉB, enlonces én calidad de DP 
también se puede tomar el operador A*A. En este caso 
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la información, a priori se prefija en forma de las desi- 
gualdades 
y, (Bz, Ba) < (Az, Bx) < ye (Bx, B2), y, > 6. 


Siendo cumplidas estas suposiciones es cierto el teore- 
ma 1 para el método semi-iterativo de Chebishov. 

3. Algoritmo del método. Examinemos el problema de la 
realización del esquema de tres capas (1). El algoritmo del 
método puede ser descrito de la forma siguiente: 

1) por el valor del parámetro a, y por las aproximacio- 
nes dadas Y; -, € Y, encontramos Ax41 Y Tr4y Mediante las 
fórmulas (114) y calculamos 

p=B (Ur+iyn 5 (1 — Orta) Yuna) — Anta Th (dy 1). 
El valor de q calculado puede sor empleado on el lugar do 
Yh -1, el cual ya no es necesario para las iteraciones siguientes; 

2) para encontrar una nueva aproximación y,+1 resol- 
vemos la ecuación By = p. La aproximación y; se 
encuentra de la ecuación By, =p, donde y = Hy, — 
— Ti (Ayo — f). Este algoritmo de resolución puedo ser 
recomendado en el caso, cuando se exige ahorrar memoria 
do la MCE. 

Si para calcular el valor del operador $ se necesita un 
mayor número do operacionos aritméticas, y no hay líimita- 
ciones de memorta, entonces es más útil emplear el siguiunte 
algoritmo: 

1) Por y, prefijado se calcula el error 1, = Ay, — f; 

2) se resuelve la ecuación para la corrocción w,: Lu, = 
= Fh; 

3) por €, dado se calcula 2,4, según la fórmula (11) 
y la mueva aproximación se encuentra mediante la fórmula 


YUn+1r = Antida + (1 — Xn+1) Yr-1 — Ar+1Ta q» 


donde T¿4+1 Se determina por la fórmula (11). 

El algoritmo descrito no contiene el cálculo del valor 
del operador ¿/%, pero requiere memoria complementaria 
para Conservar a fp y Wj. 


S 3. Método de tres capas estacionario 
1. Elección de los parámetros ilerativos. llegresenmos 
ahora a las fórmulas para los parámetros iterativos 0), Y Tr 


dol método semi-iterativo de Chebishev. En ol $ 4 fueron 
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obienidas las siguientes expresiones para Ary Y Tr+a! 


Ari = 29 +14(Po9r)» Th = tq = 2 (Y, + vo), k = La 2, ...) 


(1) 
donde 
20% AVE 15 Y 
Da a ME? PTE =>. Y) 


El valor del parámelro ¡teralivo T, no depende del 
número do la iteración k, en tanto que el parámetro a; 
cambia, comenzando por a, = 2. Hallemos el valor límite 
para %,, cuando k tiende al infínilo. De (1) y (2) obtenemos 


04 2p1 (1 + pp (1 + p2+2)). 


Ya que p¿ <41 y Po = QU =?2p( + pp), entonces a = 
= lim «, =1 +, y para los k suficientemente grandes 


Rk =00 
tenemos %, sv a. Por eso os natural estudiar el método 
iterativo de tres capas estacionario 


Byrrr = 0 (8 — TA) Yu + (1 — 0) Pyy a + at, 

e A (3) 

By =(B — TÁ) Y + TÍ, Yo € 4H 

con parámetros constantes (estacionarios) 
e a Vd 
A AM o 
donde y, y y, son Jas constantes de equivalencia energética 
de los operadores autoconjugados D y DB-"A4: 
mD EDBAIA< YD, y; 5>0, DBA =(DB-14)*. (5) 


2. TEFstimación de la velocidad de convergencia. Para, 
obtener una estimación de la velocidad de convergencia del 
método de tres capas estacionario pasemos de (3) al esquema 
de error equivalente x, = D*Y%z): 

taa = A(E— Ch, + (1 —0)%%i.p t=1,2,... 
zx, =(E—vW)zxrp C=DPBAAD”, 
De aquí se deduce, que para Cualquier k.>0, x, se oxpresa. 
mediante x, de la siguiente forma: 


th = Ph (0) Zo, (6) 


a=4 +Pj, T= Tp = 


60357 81' 


donde el polinomio algebraico P, (£) correspondiente a P, (€) 
ge dolermina por medio de las relaciones recurrentes 


Pu+r (1) =0% (1 — TE) Pa (1) + (l — a) Pr, (), 
E E A (7) 
P)=t=" P.0=1. 


De (6) se deduce una estimación para la norma del error 
zy €n 4): 
2, Mo = 1 24 11 < 1 Pr (E) ll ll zo ll 
= || P), (0) 11 1120 Mo (8) 


Por ceso es necesario valorar la norma del polinomio opera- 
cional P, (C) para el caso, cuando los parámetros Q y T 
son elegidos por las fórmulas (4). De las condiciones (5) 
se deduce que € es un operador autoconjugado en /f y y,, 
», Son sus Cuotas, por lo tanto, 
NP. UC) ll máx  |P» (t) 1. 
¡mi Yy 
lExpresemos el máximo del módulo del polinomio P, (1) 
sobre el segmento ly,, yo]. Para eso expresemos el polino- 
mio P; (t) mediante los polinomios de Chebishov. A nosotros 
nos será más cómodo examinar P, (£) no sobre el segmenlo 
[y,, ya), sino sobre el segmento estandar |—1, 1]. Poniendo 
4 —pyT . da . 1i—E - Yi 
Í= pcs E Ta = ——_ — —_> = — 
wo >? % yy? POE TEE? 5 va? 
apliquemos el segmento ly,, y.] sobre [—4, 1]. Entonces 
Pr (£) E Or (1), L € [—4, 11, 


máx |P.(Ql= máx 1Q,(0)1 
V1<it= Ya EJES! 


Toniendo en Cuenta la elección de los parámotros Y y T 
de acuerdo con (4), de (7) obtendremos las siguientes rela- 
ciones recurrentes para los polinomios (Q), (+7): 


On+i (a) = 20,205 (e) — peé01 1 (0, k=1, 2... 
O, (2) = por, Qy la) =1. 


De aquí con ayuda de Ja sustitución 
Q, = pi, (x) (9) 
3% 


obtenemos fácilmente la relación recurrente estandar 
Rr+i la) = 2248, (a) — li, (a), k=1, 2, 
Ri (2) = potíp) Rp()=1. (10) 
A esta relación salisfacen el polinomio de Chebishev de 
primer género 7, (x%) con las condiciones iniciales T, (2) = z, 


To (zx) =1 y el polinomio de Chebishev de segundo género 
0, h (< ): 


sen ((k +1) arccos z) 
sen (arccos r)  ? 211, 
Uni) = 3 sh (44) Arch 2) 

Sh(Archz)  ? 
con las condiciones ¡iniciales U, (x) =2x, U, (1) =1. 
Empleando las propiedades indicadas de los polinomios 
Ty, (a) y Un (x) y la igualdad Po = Y = 2p4(1 + p?), de 
(10) hallamos la expresión para el polinomio R,, (2) mediante 
los polinomios de aa? 


Ry ()= ¿51,0 +7 Pr Pd, (2), >0. 

A continuación, utilizando las estimaciones conocidas 
máx 17, (2) 1=7,(1)=1, 
ES! ” 


jzlal, 


máx |U, (2) ]=0, (1) =*+1, 
tal 1 


obtenemos 
aa [R.(2)1=R8. (1) =1+k (1 —pD/(1 +3). 


De aquí, teniendo en cuenta los cambios hechos más arriba, 
hallamos la siguiente estimación para la norma del poli- 
nomio operacional P, (C): 


[PA (0) 1<oj (1 +4 (1—po9/(1 + p?)). (11) 
Sustituyendo (11) en (8), obtenomos la estimación para la 
noyma del error 2; en fp: 

II Za lo < ga lo lo, q=P1(1+(1—p1)/(1 +7), 


al mismo tiempo q; -> Ó cuando k-—=> 00 y qh4+1 Gh. Asi] 
está demostrado 

TEOREMA 2. fil método iterativo de tres capas estacionario 
(3)-(5) converge en Ií p, y para el error z; es válida la esti- 
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mación 
lLé4 llo <a [Zo llo, q.=01(1+4(1—e1)/(1 +p1))- 


OBSERVACION. Se puede mostrar, que lim q,/q, = 
)¿-» 00 


= lím qu/pk = (0, donde q) está definido en el teorema 4. 
Rh 00 


Por eso el método de tres capas estacionario converge con 
mayor rapidez que el método de iteración siemple, pero 
más lentamente que el método de dos capas do Chebishev 
y cl método semi-iterativo de Chebishev, 


S 4. Estabilidad de los métodos de dos 
y tres capas respecto a los datos a priori 


1. Planteamiento del problema. Para la resolución apro- 
ximada do la ecuación operacional Au = f en el capítulo Vl 
fueron estudiados los métodos de dos capas de ¡iteración 
simple y el método de Chebishev, y on los $$ 2 y 3 del capí- 
tulo VIl fueron expuestos el método semi-iterativo de 
Chebishev y el método de tres capas estacionario. 

Recordemos, que para calcular los parámetros iteralivos 
en estos métodos se utiliza una información a priori deter- 
minada sobre los operadores del esquema iterativo. En ol 
caso del operador autoconjugado DB-*A costa información 
tiene la forma do las constantes de equivalencia energética 
v, y ya de los operadores D y DB-24: 


y, (Dx, 1) < (DB-4Ax, 1) < y, (Dz, 2), y >0. (1) 


En una serie de casos las constantes y, y Ya pueden 
ser halladas con exactitud, es decir, existen tales elementos 
z € H, para los cuales se alcanza la igualdad en (1). En 
otros casos para encontrar y, y yo se utilizan procesos auxl- 
liares y estas constantes se hallan aproximadamente. 

La utilización de la información inexacta a priori con- 
duce a la disminución de la volocidad de convergoncia, y 
en algunos casos a la divergencia del método. El objetivo 
del presente párrafo es estudiar la influencia de representar 
la información inexacta a priori sobre la volocidad de 
convergencia de los métodos iterativos enumerados más 
arriba. 

Limitémonos al examen del caso autoconjugado, o sea, 
supongamos que el operador DB-1A os autoconjugado en ££. 


Sean dados cierlos valores aproximados y, y yo en lugar 
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de los valores exactos y, y yo en las desigualdades (1). 
Examinomos los métodos de dos y tres eapas, para los 
cuales el igiremos los parámetros iterativos de acuerdo con 


Jos Y y ya dados. Recordemos las fór mulas para los pará- 
metros jlerativos. 
Para el esquema de dos capas 


BAC Ayy=f, k=0, 1l,..., (2) 


Th+1 


los parámetros del método de iteración se determinan por la 
fórmula 


Ty = Tp == 217, + Y), k=1, Ls ...y (3) 


y lus parámetros del método de Chebishev se construyen 
por Ja fórmula 


Ta =Tp/(1 + Pottr), 1MEMz, k=4, 2,...,2, 
= (10148), E=v/yo. 


Para el esquema iterativo do Llres capas 
BYrtr= Upa (0 — Tr MA) Y + (1 — Ut) BY E LrtrTrtiÍ» 
MES ss (5) 
By = (B — UA) Yo — uf 


los parámotros del método semi-iterativo de Cliebishev se 
delerminan por las fórmulas 


(4) 


Th ES Ta Ong == (A — pa), 
e A (6) 


mientras que los parámetros del método de tros capas eslar- 
cionario se prefijan mediante las fórmulas 


Tp = LEO) dy =1+p2, k=1, 2, 


co a UV EM VE). (7) 


De la teoría general de los métodos iteralivos, expuesta 
más arriba, se deduce que para el error z, = Y, — u de 
los métodos examinados son válidas las estimaciones: 

1) para el método de iteración simple 


[Zn lp <( máx 11 -+rot 1)" Zo los (8) 
Mt 


IES =Y, 
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2) para ol método de dos capas de Chebisliev y el método 
semi-iterativo de Chebishov 


[Zn llo <=g9n máx 
VEEZY 
dondo q.=2P3/(1 +21"); 
3) para el método de tres capas estacionario 


Tr, LL) )| zo llo, (9) 


II Zn llo<<p07 máx q | 11 )+ 


y<i<w ! 14+p9 Po 
= p2 == 

+4 0, (£22)| tizollo. (10) 
i+p7 p 


Aquí Z, (3) y U, (x) son los polinomios de Chebishev do 
primero y segundo género, y;,, y, son los valores exactos 
de las constantes de (1). 

Las estimaciones citadas determinan la velocidad de 
convergencia de los métodos a examinar en el caso, cuando 
los parámetros iteralivos se calculan por la información 
inexacta a priorl. 

2. Estimaciones de la velocidad de convergencia de 
los métodos. Estimemos ahora los máximos de los módulos 
de los polinomios, que forman parto de las estimaciones 
(8)-(10). Para eso haremos un cambio on (8)-(10), poniendo 


zz (1 — To. y designaromos a = (1 — ToY2a Po» b= 
= (1 — TD po: Entonces las estimaciones (8)-(10) tendrán 
la forma 


Zn llo=<p0 ( máx |] x |” |[ Zo llo, 
aX<x<)hb 


Hen llo gn máx |, (2) | 11Zo llo, (11) 
aXxi<b 


Zn llo <p máx 


aXkx<b 


orar o, (a) 1120 llo. 
+0 


Examinemos primeramente el caso, cuando y, y 7, son 
aproximaciones para y, y y, respectivamente, por debajo 
y por encima, es decir 

MEN SÁ VS Ya (12) 
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En este caso, como es fácil comprobar, se cumplirán 
las desigualdades —4 <a Z<opb<1. Do (11) obtenemos, 
que la velocidad de convergencia del método de iteración 


simple se determinará por la magnitud pa, la del método 
de dos capas de Chebishev y del método semi-iterativo de 


Chobishev por la magnitud dm, y la del método de tres capas 
estacionario por la — magnitud pr (ln (1 — e» 


(1 < pd). Los métodos iterativos convergerán, pero la 
velocidad de convergencia disminuye. 


Examinemos un ejemplo, para el cual se cumplen las condiciones 
(12). Dado que 


A=Wl1—0, Y=Y» 0(<e<t. 


En eslce caso a = —1 y b<1. Por lo tanto para el error de los 
métodos a examinar de (11) obtenemos las siguientes cstimaciones 


Pu) 


llzn ip < $ 1! zo llo, 


< 
2n lo < Za [| 20 lo, 
< 


lzn llo <P? (4 (1—pDA1+ 0D) zo Mo. 


De las respectivas fórmulas para el número de iteracionos obtenemos, 
que para el método de iteración simple en el caso de la profijación 
inexacta de y, el número de iteraciones aumenta aproximadamenté 
en 1f(1 — a) veces en comparación con la prefijación exacta y,, en 
tanto que para el método de dos capas de Chebishev y el método semi- 
iterativo de Chebishev el número de iteraciones aumenta solamente 
en 11 Y 1 — a veces, 

Supongamos ahora que las condiciones (12) mo son cumplidas. 
En este caso máx (| at, ]9]) > 1. Introduzcamos las siguientes 
notaciones 


do do 1 _ 2 
A 19), ¿h= a (E) MET 
n 0% 
pr 1) 


14 Yon * 
Utilizando estas notaciones, y también la relación entre los polino- 
mios de Chebishev de primero y segundo género 
Un (2) = (Tis (2) — DRAM (a) 0R,  ]rl>1, 
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obtenemos 


4 1 4 
máx lel=>7, máx (T,a(m!|=7 (+)=>w"< 
aah |] PE” ab (Za (La pj CN E 


e O n-+4 
e n )> aa Sm 


Sustiluyendo costas estimaciones en (11), hallarermos 


E Lo y” a 
lan dio < (e) zolo, (13) 
za llo< ip, (14) 

Th 
Zn llo < (P/PD? (A+ a (1—PD/(1+p9) l! Zo lla. (15) 


Notemos, que si 77 es el espacio de dimensión finita, entonces se 
puede indicar una aproximación inicial yy, para la cual se alcanzarán 
las igualdades en las estimaciones (13) y (14). 

allemos ahora Ja condición, cumpliendo la cual se puede garan- 
tizar la convergencia de los métodos iterativos a examinar, coustrui- 
dos según una información inexacta a priori. Ya que la relación 


arfq* tiende a cero cuando n — oo solamente a la condición p*% > pp, 


mientras que esta condición es equivalente a la exigoncia p*% > Po, 
entonces de (13)-(15) se deduce que los métodos iterativos converge- 
rán, si se cumple la desigualdad 


Po <p% (16) 
Utilizando las definiciones de p*, e y 6, obtenemos, que(i6) lendrá 


lugar si ]ft—TY1<1, 11 — toy 1 < 1. Resolviendo estas desi- 
gualdades, hallamos 


Y + Y > Yz: (17) 


De esta forma, si se cumple la condición (17), entonces los méto- 
dos iterativos construidos por una información inexacta a priori, 
convergerán. De lo dicho más arriba se despreade que en el caso de 
un espacio de dimensión finita 77 la condición (17) cs también necesa- 
ria para la convergencia de los métodos. 


Definimos ahora el número real de iteraciones suficientes 
para alcanzar la exactitud prefijada £. Como antes, designa- 
remos mediante » el número de iteraciones para el caso 
cuando se da con exaelilud la información a priori, median- 


Po 
te n designareinos el número leórico de ileraciones, calculado 
según las fórmulas de los correspondientes teoremas por 
una información inexacta a priort, y mediante n* dosigne- 
mos el número real de iberaciones que es suficiente para 


$8 


alcanzar la exactitud e. De las fórmulas (13)-(15) se deduce 
que el número real de iteraciones n% debe determinarse 
de las condiciones: 

1) para el método de ilernción simple de la condición 
<P 

2) para el método de dos capas de Chebishev y el método 
somi-itorativo de Chebishev de la condición q, < €q%. 

Es fáci] cerciorarse de que tienen lugar las desigualdades 
n* >n,n* >n y al mismo biempo el número de iteracio- 
nes 2 puede ser mayor o menor que r. Puesto que la única 
característica cuantitativa de un método iterativo, que 
puede ser calculada con anterioridad, es el número teórico 
de ¡teraciones r, entonces desde el punto de vista de la 
realización de los métodos es importante delerminar o esti- 
mar en cuantas veces el número real de iteraciones n* será 


mayor que r. Para la comparación teórica de la calidad 
de los métodos iterativos es necesario estimar la relación 
+ 

n*fn, 


Ohtendremos las estimaciones exigidas para un ejemplo. Sean 


dl 


Yi Y Y las aproximaciones para y, y y, respectivamente por encima 
y por debajo 


Y=(1+0)Y, Y=(1-—%Y, a>0. (18) 


De la condición (17) y la exigencia natural y, < Y obtendremos, 
que los métodos convergerán, si se cumple la condición 


a < mín (E 41—E, (1—541+E), E =véY.. 
Para el ejemplo a examinar tendrán lugar las desigualdades 1* > 
2 nz n. En efecto, de (18) obtenemos 


Y, Por consipuiente, 


0 <P=1D/1+ 5, p< =41-VBD+ VE, 2 <a; 


De aquí se deduce que n > n. Estimemos ahora las magnitudes que: 
entran en Jas desigualdades (13)-(14). Ya que 


T= 21(M + Ya) = Tot (A — 00) Tor To = Uy: + Ya), 
entonces 


110% = máx (| a1, 151) =1l 41 = (toys — D/po. 
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Omitiendo razonamientos no complejos, obtendremos 


As 4— — 
Po = E 


14E 17% 


o 
A a AA 
IE (1-3) | 
E ES =— Po), 
as VE P¿— A 
VE AV A (A 
a (+) VE+ VI 7 [1 (140) El 
1 e e 
Xx (1—P1)=1— 


| a+a) VE Y 2 V + E 1—(1+4) E] (148 E 
14 (140) 842 Y (105 


Xx (1—p). 


Examinemos primeramente el método de iteración simple. Del teo- 
rema 2 del $ 3 del cap. VI y de (13) obtenemos las estimaciones siguien- 
les para el número de iteraciones n*, » y rn del método de iteración 
simple: 
Ine _ In(1/8) = Ing _, ln(í/s) 
E a rra 
d 1n pp 1—p, 
ez Ine la (1/8) 


la (Polez) Nu 


Sustituyendo aquí las expresiones obtenidas más arriba, hallaremos 


nto 1% n 1— 02 


Sia sx cE, donde e < 1, entonces de aquí obtendremos 
*=ai1—o, 1*mn(li— e). 
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Así, si a 7 cé, entonces ol número real de iteraciones n* 
para el método de iteración simple es 1/(4 — c) veces mayor 


que ol número teórico de iteraciones n, el cual se calcula 
según una información inexacta a priori. 

Examinemos ahora el método de Chebishev y el método 
semi-jteralivo de Chebishev. De la definición de q, y qn 
obtenemos 


da PR A on 2 ple)? 
— = Sr —— SK ——AÁAA—ÁA 
A A (TED 
Por esto para el número de iteraciones n* hallaremos la 
siguiente estimación: 
In (p,/pt) i—p/pÍ 
Después, del teorema 1 del $ 2 del cap. VI y del teorema 41 


+ 


del $ 2 del cap. VII obtendremos las estimaciones para » y m: 


ln (0,58) In (2/8) 
n= = , 
ln pr i—P, 
e In (0,58) in PICO 
Inp, 1—P, 


Sustituyendo aquí las expresiones obtenidas más arriba 
para la relación p/p* y suponiendo, que a =x cé, hallaremos 


n*ia ==) 0), nn tM1i—Yy 0). 


De esla forma, si a ¿2 cé, donde c < 1, entonces el 
número real de iteraciones n* para el método de Chebishev 
y el método semi-iterativo de Chebishev es aproximadamen- 
te on 1/(1 — Ve) veces mayor que el número teórico do 
iteraciones »R Calculado según una información ¡inexacta 
a priori. 


Capítulo 
VII! 


Métodos iterativos 
de tipo variacional 


En este capítulo se examinan los métodos iterativos de dos y tres 
capas de tipo variacional. Para efectuar estos métodos no se exige 
ninguna información a priori sobre los operadoros del esquema ítera- 
tivo. En los $5 1 y 2 se estudian dos métodos gradientales de dos capas; 
en los 55 3 y 4 los métodos de tres capas de direcciones conjugadas. 
El $ 5 está dedicado a la aceleración de la convergencia de los métodos 
de dos capas en el caso autoconjugado. 


S 1. Métodos gradientales de dos capas 


1. Planteamiento del problema sobre la clececión de Jos 
parámetros ¡iterativos. Para encontrar la solución aproxi- 
mada de la ccuación operacional Jineal 


Au=f (1) 


con el operador no degenerado 4, definido en un espacio de 
Hilbert real A, examinaremos el esquema iterativo implí- 
cito de dos capas 


B Yrn+1 7" Yh +] Aya =f, k=0, 1, sa (2) 


TA+ 1 


con una aproximación inicial arbitraria y, € Ef y el opera- 
dor no degenerado A. 

151 esquema ¡iterativo (2) fue estudiado por nosotros 
antertormente en el capítulo VÍ donde fueron construidos 
conjuntos de parámetros iterativos (1,) y fueron dadas csti- 
maciones de la velocidad de convergencia de los correspon- 
dientos métodos iterativos (del método de Chebishey y del 
método de iteración simple). | 
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Cualquier método iterativo de dos capas, construido a 
base del esquema (2), se caracteriza por los operadores A 
v B, por el espacio energético A ,, en el cual se demuestra 
la convergencia del método, y por el conjunto de parámetros 
ileralivos Tp. 101 problema fundamental de la teoría de Jos 
métodos iterativos es el problema sobre Ja elección óptima 
de Jos parámetros T;. 

En el capítulo VI fueron construidos métodos iterativos, 
en los cuales los parámetros T, se eligieron de la condición 
de mínimo en JE ,, de la norma del operador de transición 
de una iteración a otra, o de la norma del operador de 
resolución. Un rasgo distintivo de los métodos iterativos 
construidos sobre este principio es la ulilización de deter- 
minada información a priori acerca de los operadores del 
esquema iterativo para el cálculo de los parámetros Tx. 

El tipo de la información a priori exigida está determi- 
nada por las propiedades de los operadores A, B y D. Así, 
en el caso, cuando el operador D5-14 es autoconjugado 
en el espacio ff, dicha información significa la prefijación 
de las constantes de equivalencia energética de los operado- 
res D y DBA, o sea, las constantes y, y yz de las desi- 
gualdades 


vmD <DBA < YD, Y > 0, (3) 


o las cotas del operador DB -"A en HU p. 
Para el caso no autoconjugado se emplean o bien los 
dos números y, y Y2 de las desigualdades 


yD< DBA, (DBA, BA4x) < ye (DBA, 0), y, > 0, 
(4) 

o tres números —Y1. Ye Y Ya, londo y, y y, son las constantes 

de las desigualdades (3), y yg es o bien la constante de la 

desigualdad 

10,55 (DBA — AF (BF)2D) x llb= < y, (Dz, 2) (5) 

o de la desigualdad 

110,5 (DBA — A? (BAD) x lb < ya (DB Az, 2). (6) 


En una serie de casos, encontrar las constantes y;, Ya 
y ya con suficiente exactitud puede resultar un problema : 
independiente complejo, que exige para su resolución la 
utilización de métodos computacionales especiales. Si la. 
información a priori puede ser obtenida al precio de gastos 
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computacionales no grandes o si se exigo resolver la serie 
de problemas (1) econ miembros derechos diferentes, entonces 
es útil hallar de una vez la información a priori necesaria 
y después utilizar los métodos iterativos construidos en el 
capítulo VÍ Este camino se puede recomendar, si el tiempo 
complementario, gastado para obtener la información 
a priori, es esencialmente menor que el tiempo de resolución 
de toda la serie de problemas (1). 

En aquellos casos, cuando so exige resolver sólo un 
problema de (1). o cuando está prefijada una buena aproxí- 
mación inicial, y el cálculo de las constantes Y,, Ya Y Ya 
es un proceso laborioso, se deben utilizar los métodos itera- 
tivos de tipo variacional, a cuyo examen nosotros pasamos. 

En los métodos iterativos de dos capas de tipo variacio- 
nal para calcular los parámetros T, No se oxige ninguna 
información a priori sobre los operadores del esquema (2) 
(excepto de las condiciones de tipo general Á = A* > 0, 
(DB4)* =DB-"A, etc.), y la construcción de estos 
inétodos se basa en el siguiente principio. Si so da la apro- 
ximación Y, Y Y, +, Se encuentra por el esquema (2), entonces 
el parámetro iterativo T,41 Se olige do la condición de 
inínimo en ¿7 ;, de la morma del error 2;41 = Yn+i — U, 
dondo u es la solución de la ecuación (1). 

E! nombre de métodos está relacionado con que la 
sucesión Y, Construida según la fórmula (2), en la cual 
los parámotros t, se eligen de la condición indicada más 
arriba, es una sucesión minimizante para el funcional eua- 
drático 


I(N)=(D (y — u), y — u). 


Esto funcional en virtud de la definición positiva del opera- 
dor D está acotado inferiormente y alcanza el mínimo, 
igual a cero, en Ja solución de la ecuación (1), es decir 
para y = u. La elección del parámetro 7, +1, de la condición 
indicada asegura la minimización local del funcional f (y) 
al pasar de yy a Yy+y, es decir, luego de un paso iterativo. 
En el caso de un esquema explicito (8 = E) la transición 
de y, a yn+, Se lleva a efecto según la fórmula 


Yi+1 = Yh — Tr+1Mr: Un = ÁYr — f. 


Señalemos, que para un operador Á auloconjugado 
y ilefinido positivo la transición de y, a Yx+1y OCUPre por 
la dirección de —r,, la cual coincide con la dirección del 
antigradionte para el funcional (A (y — u), y — u) en el 
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punto yx. Es conocido, que por la dirección del antigra- 
diente ocurre el mayor decrecimiento del valor del funcio- 
nal. Por lo tanto estos métodos son llamados algunas veces 
métodos de descenso gradiental o sencillamente métodos 
gradientales. Conservaremos esta denominación también para 
los métodos de dos capas implícitas de tipo variacional. 
Nuestro problema más cércano es encontrar el parámetro 
Ta+y de la condición de mínimo de la norma del error 
2411 = Yn4 — Uu en [E p, Ñ 
2. Fórmula para los parámetros iterativos. Hallemos ahora 
una Jórmula para calcular el parámetro ¡¿leralivo T;,41. 
suponiendo que el operador A no es degenerado. Eseribamos 
primeramente una ecuación para el error 2, = y, — U, 
k=0,14,... . Sustituyendo y, = z, + u en el esquema 
(2), obtendremos 


Zrga = (E — Tr B A) 2, hk=0,4,.... 2. = Yo — U- 


El cambio z, = D-%x, permite pasar a una ecuación, 
que contiene solamente un operador 


Cr Sutil» Si =£=— til, 
Co =p P (DB 14) DA. (7) 


Utilizando la igualdad || 2, lp = [| Za ll. el problema 
planteado más arriba sobre la elección del parámetro Tj-41 
se puede formular de la siguiente forma: elegir el parámetro 
Tr+1 de la condición de mínimo de la norma de x, +, en el 
espacio HH. 

Resolvamos este problema. Calculemos la norma de Za +41: 


[| Cara 1? (ET 4440) Lpp (E —Tp49 0) La = |] zr, 112 — 
— 2Tati (Ct) En) + This (Ct, Ci) = (Ctp, Cp) X 
] (Cía, =p 72 (Cp, zp)? 
X LS (Con si 5 | + 1H Sica: CZp) * (8) 


Como el operador A es no degenerado, entonces también 
lo es el operador C. Por eso para cualquier zx; tenemos 
(xj, Cta) > 0, y el mínimo de la norma de x, +, se alcanza 
para 


__ (Cxp, Th) | 
VA (Ca, Tp) ? (9) 


Sustituyendo (9) en (3), obtendremos 
l Ur 41 [ = Pr+1 ! LE ll, (10) 
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donde 


(Cr, Tp)? 


yy = Ll — ri mi 
Ph+1 (Ctp, CIA) (Lh, Th)" 


(14) 


Do esta forma, la fórmula (9) determina el valor óptimo 
del parámetro iterabivo Ti. Sustiluyendo zx, = Dz, 
(9), obtendremos 


_ (DB-142p, zr) 
Veas =TDB TA za, BA? k=0, 1, ... 
Teniendo en cuenta, que 42, — ÁYa = Au — ÁYa —i="P 
es el error y B-"r, = vw) la corrección, la fórmula para el 
parámetro Try, se puede escribir en la forma siguiente 


Dior, 
=> A, k=0, 4, ..., (12) 


y el esquema iterativo (2) se puede escribir en forma de una 
fórmula explícita para el cálculo de ya+ y! 


Yuri — Yn — Ti+ih. k=0,1,... (13) 


El algoritmo que realiza el método construido se puede 
describir de la forma siguiente: 

1) por y, prefijado se calcula el error r; = Ay, — f, 

2) se resuelve la ecuación para la corrección Bw, = Fx, 

3) por la fórmula (12) se calcula el parámetro T. Eb 

4) por Ja fórmula (13) se eucuentra la nueva aproxima- 
CIÓN Uh+r> 

Las fórmulas (12) aún no están aptas para los cálculos, 
ya que en el proceso de las iteraciones ellas contienen al 
mismo tiempo las magnitudes conocidas r, y wz y el error 
desconocido 2,. En el $ 2, eligiendo un operador concreto D, 
nosotros obtendremos fórmulas para los parámetros Th», las 
cuales contendrán sólo magnitudes conocidas. Y ahora 
nosotros pasamos a la obtención de una estimación de la 
velocidad de convergencia del método ¡teralivo construido. 
3. Estimación de Ja velocidad de convergencia. listime- 
mos ahora la velocidad de convergencia de los métodos 
gradientales de dos capas. Puesto que el parámetro iterativo 
Tr+1 Se elige de la condición de mínimo de la norma del 
error Z,+,1 en Hp, lo cual es equivalente a la condición 
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de mínimo de la norma de x¿+, en £f, entonces de (7) obien- 
dremos 


lzr+ a ll => min | Si+1iza |< mín Siri ll liza ll = 
Vas] a+ 
= mín | E —C (ll xn =p lx ll, p =wn 1] E — Cll. 
T T 


Comparando esta estimación con la igualdad (10), encontra- 
mos 


TE E A A (14) 


De (10) y (14) se deduce la estimación || ty41 |< 
<p liz, ll, y en virtud del cambio hecho xr, = D*%,, 
de aquí se infiere una estimación para la norma del error 
zp en el espacio energético A p: 


[22 lo<e”lIzollos p=mín [EC 1, (15) 


Si se cumple la condición p < 4, entonces el método 
oradiental do dos capas converge en ¿7 y. De la estimación 
(15) se deduco que para disminuir en 1/8 veces la norma del 
error inicial en Hp es suficiente cumplimentar r > nm, (e) 
iteraciones, dondo 


2, (€) = 1n e/In p. (16) 


Así, la velocidad de convergencia de un método gradien- 
tal de dos capas está determinada por la magnitud p. Recor- 
demos, que en el capitulo VI estudiando del método de 
iteración simple bajo diferentes suposiciones respecto al 
operador € fueron obtenidas estimaciones para p. La magni- 
tud p determina la velocidad do convergencia del método 
de iteración simple. Por esto de la estimación (15) obtenida 
aquí se deduce, que todo método gradiental de dos capas 
converge no más lentamente que el correspondiente método 
de iteración simple. 

Citemos las estimaciones para p, obtenidas en los $$ 3 ; 
y 4 del capítulo VÍ siendo diferentes suposiciones respecto 
a los operadores A, B y D. 

1. Si el operador DB-*A es autoconjugado en A, y y, 
y y son las constantes de las desigualdades (3), entonces 


p=(1— 8/1 + E, En yr (17) 
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2. Sea el operador DB="4 autoconjugado en HA: 
aj si son cumplidas las condiciones (4), entonces 


p=V1-E, E=Ydve; (18) 
b) si se cumplen las condiciones (3), (5), entonces 


ZE a o 7 
EE A SS 


Así, está demostrado 

TEOREMA 1. Si para el esquema (2) el método de iteración 
simple conterge, entonces converge el método grudiental de dos 
capas (2), (12). Con esto para el error z,, es válida la estimación 


1 Za llo < e” 11 Zo lo» 


donde p está definido en (17), si el operador DB -1 A es auto- 
conjugado en H y son cumplidas las condiciones (3), p está 
definido en (18), si para el operador no autoconjugado DB-*A 
sor cumplidas las condiciones (4) y está definido en (19), 
si se cumplen las condiciones (3), (15). La estimación para 
el número de iteraciones está dada en (16). 

OBSERVACION. Si la ecuación (1) se examina on un espacio 
de IHilbert complejo, entonces el parámetro iterativo Tr41 
debe ser elegido por la fórmula 


Re (Dw, z5,) 
(Dwr, wh) ¿ 


Tr+4 = k —_ O, A sn o 
El teorema 1 conserva su fuerza, solamente las condiciones 
(3) y (4) deben ser cambiadas por las desigualdades 


Y, (Da, a) < Re (DB-Axzx, 2) < yo (Dx, 3), 
y (Dz, 2) < Re (DB-lAz, 2), 
(DBYAZ, BAAD < yRe (DBAz, 2), 


donde Ro z es la parte real del número complejo z. 

4. Jnmejorabilidad de la cstimación en el caso autocon- 
jugado. Mostremos que en la clase de las aproximaciones 
iniciales arbitrarias y, en el caso del operador autoconjugado 
DBA en el espacio de dimensión finita Ff la estimación 
a priori del orror del métudo iterativo (2), (12), obtenida 
en el teorema 41, es inmejorable. Para eso es suficiente 
indicar una aproximación inicial x,, bajo la cual para Ja 
solución de la ecuación (7) tenga lugar la igualdad || 2,4, |] = 
= P || x), |], donde p está definido en (17). 
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Hallemos ta aproximación inicial buscada x¿. Sea H un 
espacio de dimensión finita (17 = H ,). Ya que el operador 
DEB-4 cs autoconjugado en £f, entonces el operador € = 
= D-P(DB-4)D-2 también es autoconjugado en JE, 
Por consiguiente, existe un sistema completo do funciones 
propias V;, Us, » » »+ Uy del operador €. Designemos median- 
te An el valor propio del operador €, correspondiente a la 
función propia ty, así que Cup = AhgUn,r k= 1, 2, o Ñ. 
Send <A <L... LAy. Ya que las desigualdades (3) son 
equivalentes a las “desigualdades 


“ESC S< YE, y >0, 


entonces en (3) en calidad de y, y y, se pueden tomar A, 
Y Ay. Con cesto p, definido en (17), se puede escribir en 
la siguiente forma: p = (Ay — AY (Ay + 41). Elijamos la 
aproximación inicial 


To=V Ayo; + Y Uy (20) 
Entonces Ex, = AM Vido, + Ay MAD. Utilizando la orto- 


normalidad del sistema de funciones propias Uj, Ua, .. + 
., Uy, Obtenemos 


(Logs Tp) = A + Ay», 
(Zo, Zo) = 2Ajh y, 
(xy, Co) = MA y (Ay + A y). 


Sustituyendo estos valores en (9), (11), obtenemos 
== 24 + An). Pp= ls — AYNÁN +A) = 


De (10) se desprende la igualdad [| |] = p || zo ll, y de (7) 
hallaremos x;: 


=p (V Ayo, —V A, Uy). 
Cálculos posteriores dan 
Cr =p A: VAnt — Ay VMhon), 
(E, 21) = p” (Lg, 2p), 
(Cxy, 21) = p* (Cxp, Zo), 
(Cx,, Cay) = pi (Exp, Cto). 
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Por eso 


"E TCz, Cay (Cr Ca 
pi= 4 — (Cx,, 2,P 0, (Eo, ty)" a 
(Cxj, Ex) (21, 21) (EXg, Exp) (To, %p) 
=p, =p?, 
Por consiguiente, Jl we ll =p liz, 1. Además, Y, = 2, — 


— Tylx, = péro, es decir zz, es proporcional a xy. De aquí 
se deduce inmedialamenle, que Tz3= Ta = Tp, P=P y 
La = pP“x,. Por eso para todo ¿: 


Ta = 204 + An). P=P= ly — AAN +A), 
lr + 1l= plz» If 


La afirmación está demostrada. 

Así, hemos mostrado, que si la aproximación inicial 
es elegida por la fórmula (20), entoncos en el método gra- 
diental de dos capas todos los parámetros tj, son iguales 
y coinciden con el parámetro del método de iteración simple 
(véase el $ 3 del cap. VI), los errores al cabo de una iteración 
son proporcionales, y la velocidad de convergencia es la 
más lenta. 

Señalermos que esta convergencia lenta del método tiene 
lugar únicamente para una aproximación inicial «mala» 
especial. En el caso de una «buena» aproximación inicial 
la velocidad de convergencia del método puede ser consi- 
derablemente mayor. Un estudio más detallado del caráctor 
de la variación de la velocidad de convergencia del método 
será mostrado en el punto siguiente, y aquí nosotros exami- 
naremos un ejemplo, que ilustra la observación citada más 
arriba. 

Mostraremos que si en calidad de aproximación inicial z, 
tomamos toda función propia 7,,, entonces el método gra- 
diental de dos capas convergerá durante una iteración. 

En efecto, sea 2, = Um- Entonces cálculos no complejos 
dan 


CXy = AmUm = Amtgr (CLps Lo) = Am (Lg, To), 
(Cp, Cp) = Aim (Lg, Lp), Ti = 11 Am, P1 = 0, 
es decir, z=0 0 y, =u. 


Esta cualitativamento nueva propiedad de los métodos 
gradientales do dos capas —Ja posibilidad de aumentar la 
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velocidad de convergencia en el caso, cenando está dada una 
«buena» aproximación inicial—, diferencia dichos métodos 
de los métodos iterativos de dog capas examinados cn el 
capítulo VI, rigurosamente orientados a la más mala apro- 
ximación inicial. | 
5. Propiedad asintótica de los métodos gradientales cn 
el easo autoconjugado. Examinemos ahora una propiedad 
asintótica de los métodos gradienlales de dos capas, que 
ellos poseen en el caso cuando el operador DB-"4 es aulo- 
conjugado. Esta propiedad consiste en que la sucesión 
(px), definida en (11), es creciente. Puesto que la magnitud 
p, define la velocidad de decrecimiento de la norma del 
error al pasar de la h-ésima iteración a la (kk + 1)-ósima, 
entonces la presencia de la propiedad indicada conduce a lá 
disminución de la velocidad do decrecimiento de la norma 
del error 3, para los » grandes en comparación con el inició 
del proceso de iteración. Al mismo tiempo para los n suli- 
cientemente grandes la velocidad de convergencia de los 
métodos gradientales se hace prácticamente igual que para 
el método de iteración simple. 

Será mostrado, que para grandes números de iHeraciones 
los errores, examinados después de una jleración, se hacen 
casi proporcionales. Utilizando este hecho, nosotros cons- 
teniremos un método aproximado para encontrar las conslan- 
tes y, y ya de los desigualdades (3) y en el $ 5 construiremos 
un proceso de aceleración de Ja convergencia de los métodos 
eradientales de dos capas. 

Así pues, sean autoconjugados en FT el operador DB-A., 
y junto con él el operador €. Mostraremos que la sucesión 
fo,) es creciente. De (10) se deducen Jas igualdades 


lta+e Ho = Pra ll Za le rta dl Pr Za, 1. 
Calculemos la norma de la diferencia Zryo — Pr+20r 4 ¡E 
lica+e — On+2Pr+107 1 = 
= lin+e ll — 2Pr+2Pn4a Ln E) E PhD ln 1 


= 2 (ll Za+re l — Pr+aParr (Ln+2 Tn) (21) 


Calculemos por separado el producto escalar (77409, Tp). 
De la ccuación (7) hallaremos | 


— 


Tr+g = Ph41 — Tr+2L Xy 415 Ya = En+a —l Th+CXp. 


(22) 
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Mulbiplicando la última igualdad escalarmente por Cx, 
y teniendo en cuenta (9), obtendremos 


(Cir. Xp) A (Cr+r Cx;,) ale Ti +1 (xp, Ci) % 
== (Tr +10 Cx;) + (Cu Th). 


Por consiguiente, para cualquier k tiene lugar la igualdad 
(La+1 Exp) = 0, (23) 


y en virtud de la autoconjugación de € se tiene la igualdad 
(Corts 2y) = 0. 
De (22) y (23) obtenemos 


(Tr+o, xy) = (Tr+i .. Tr+oClp+r =p) = (La+ 1 Cp) = 
me (+ Lati ch Ty 41025) = || 2,41 IP. 


Sustituyendo la igualdad obtenida en (21), hallarcmos 
A rl O 
42 


De (24) se sigue que o bien Prya > fPrrr Ó Pn+r= 
= Prr+o = P Y Chro = PiXy. En el último caso, es evidonto 
que para lodos los 2 > k se cumplirán las igualdados 


PP) Tra =P, (25) 


es decir, la sucesión p, sale a un valor límite. 

De esta forma está mostrado que la sucesión (p,) roal- 
mente es creciente. En el punto 3 de este párrafo fue mosLra- 
do que esta sucesión está acotada por encima y, por lo 
tanlo, posee un límite. Por esto para los números k bastante 
grandes tendrá Jugar la igualdad aproximada Pr41 % Proa 
y, por consiguiente, Ly+g 2 PrroPrn+iTh, es decir, los erro- 
res después de una iteración serán casi proporcionales. 

Examinemos que se deduce de la salida de la sucesión 
py, a un valor límite. En este caso se cumplen las igualdades 
(25), o sea. Tajo = PX, Sea el espacio /f de dimensión 
finita, y Uj, Oy...» Uy el sistema do funciones propias 
del operador €. Desarrollemos z, según las funciones pro- 
pias 


N 
y) 

Tn = Za AD. (26) 
(= 
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De la ecuación (7) obtenemos 


Un+z = (E — Tp 420) (E—T,+40) E, = 
N 
= 2, (1 —Ta+oha) (1 — Tn+riAp) 00: 


—a 


Ya que Za4+9 = p“x,, entoncos esto significa que para todos 
los números * para los cuales aj” +0, debe cumplirse la 
igualdad 


(A — Tn+yoha) (1 — Tn+14p) = p?. 


De aquí se sigue que en el desarrollo (26) eslán presentes 
las funciones propias, correspondientes sólo a «dos valores 
propios diferentes (cada uno do Jos cuales puede ser múl- 
tiplo). Supongamos que ellos sean A; y Aj. Entonces A; y A; 
son las raíces de la ecuación 


(1 — Ta+) (1 — Tari) = pe (27) 


Conociendo T,+1) Tn+a y O de esta ecuación se pueden hallar 
los valoros propios A; y Aj. 

No deteniéndonos en detalles, señalemos que si en el 
desarrollo del error inicial x, están presentes funciones 
propias correspondientes a los valores propios mínimo 4; 
y máximo Ay del operador C, entonces en el caso de salida 
de la sucesión p, a un valor límite en el desarrollo (26) 
quedarían solamente estas funciones propias. Por eso, 
resolviendo la ecuación (27), hallaremos A, y Ay. 

La salida de la sucesión fp,) a un valor límite para » 
finito es un caso excepcional. ln el caso general se puede 
únicamente afirmar que para » suficientemente grande 


Pn+it Y Para Y a+z Pr +2Pn +1» 


La presoncia de una igualdad aproximada permito pre-: 
suponer que para » suficienlemente grande las raíces de la 
ecuación 


(1 E Tn +24) (1 — Ta +14) = Pa+2Bn+1 (28), 


serán buenas aproximaciones para A, y Ay y, por lo tanto, 
también para y, y y, de las desigualdades (3). 
Describamos este mélodo para encontrar valores aproxi- 
mados de y, y Yo. Por el esquema ¡lerativo (2) con f =0 
so realizan n + 2 iteraciones con los parámetros T1, +1, de- 
finidos en (12). Como para f =0 la solución de la ecuación: 
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(1) es el cero (u = 0), entonces z, = Ya y, por consiguiente, 
Pr+1 Se puede hallar por Ja fórmula 


Pr+1 


— Merello 1l Yesa lo 
II zk lo ll va ln 


Calculando Ta+1, Ta+or Pny1 Y Pnya Se resuelve Ja ecua- 
ción (28). Las raíces de esta ecuación son aproximaciones 
para y, por encima y para y, por debajo. | 

En el $ 5 será expuesto un ejemplo que ilustra el método 
prapuesto para encontrar y, y ya: 


S 2. Ejemplos de métodos gradientales 
de dos capas 


Í. Método del descenso más rápido. En el $ 1 fueron es- 
tudiadas las propiedades genorales de Jos mélodos iteratiyos 
de dos capas de tipo variacional empleados para encontrar 
la solución aproximada de la ecuación operacional lineal 


Au=f (1) 


con el operador no degenerado A. Las aproximaciones 
iterativas se calculan por el esquema de dos capas 


B A > Aya = k=0, de .. 1.3 zo EH, (2) 


R 

y los parámetros iterativos T, se encuentran por la fórmula 
__ (Dw, 21) " 

Th+1 (Din, 0) ? k=0, de Le 4 (3) 


donde w, = B-!r, es la corrección, ri == Ay, — f el dofecto, 
Y Zh = Yh — u el error de las iteraciones. La clección del 
parámetro T, 41 por la fórmula (3) asegura el mínimo de la 
noria del error 2, +1 en H p al pasar de y, a Yr+1- 

Examinemos ahora los casos particulares de los métodos 
gradientales de dos capas. Cada método concreto se determi- 
na por la elección del operador D y posee su dominio de 
aplicabilidad. El operador D se eligirá de manera tal, que 
cn la fórmula (3) para el parámetro iterativo 1, ,, entren 
solamente cantidades conocidas en el proceso de iteraciones. 

Comenzaremos el examen de los ejemplos por el método 
de descenso más rápido. Este método se puede aplicar única- 
mente en el caso de un oporador A autoconjugado y definido 
positivo. 
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Sea el operador A autoconjugado y definido positivo en /I. 
El método del descenso más rápido se caracteriza por la siguien- 
te elección del operador .D: D = A. El operador 3 debe 
ser definido positivo en £f. "Teniendo en cuenta la relación 
AZ, = AY, — f="Tp y A = A*, de (3) obtendremos una 
fórmula para cl parámetro iterativo Ts. en el método 
implícito del descenso más rápido 

e (Tk, wr) a 
1 A, 0)? k=0, 4, ... 
Para el caso del esquema do dos capas explicito (2) (B = ¿) 
obtenemos wj = Br*r, = Fry, y la fórmula para T,4, toma 
la forma 
Ph, rh) 
e A, k=0, 1, .... 

En el método del descenso más rápido se minimiza la 
norma del error zx +, en el espacio energético Ha: || Zz, Na = 
= (4z,, 2)/2. Las condiciones de convergencia del método 
están formuladas en el teorema 1, del cual se deducen las 
estimaciones 

llz, lla <p” 1120 lla, —.n2.>mn0 (e) = In en p. 

El valor de la magnitud p se determina por las propic- 
dades de Jos operadores A y B y por el volumen de información 
a priori respecto a ellos. Notemos que la exigencia de auto- 
conjugación del operador DB-14 = AB-"A para el método 
dado es equivalente a la exigencia «e autoconjugación del 
operador B. Por eso | 

1) si B = B* y se cumplen las condiciones (3) del $ 1 
ó las condiciones equivalentes (véase cl cap. VI, $ 2, pun- 
to 3) 

BA < YB, y >0, 
entonces 
p= (1 — 411 4-8, E= Yilya 


2) si B3%EB* y se cumplen las condiciones (4) del $ 1 
ó las condiciones equivalentes (véase el cap. Vl, $ 4, punto 2) 


ví(Bx, A“Ba < (Br, 2), (Ax, 1] < y. (Bx, 1), 
Y > 0, 

entonces 
p=V1—E, E= Py. 
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Señalemos que si A = B*, entonces el método del 
descenso más rápido posce la propiodad asintotica. 

2. Método de los defcetos mínimos. Este método se puede 
¿aplicar para todo operador Á 'no autoconjugado y nou dege- 
nerado. La dofinición positiva de cada uno de Jos operado- 
ros Á. y B por separado no se supone, se exige solamente que 
el operador B*A sea definido positivo. El método de los 
defectos mínimos se determina por la siguiento elección del 
operador D:D = AFA. 

La fórmula (3) para el parámetro iterativo 1,4, en cl: 
método de los defectos minimos posee la forma 


_ (Atz, Fr) 
ptr (AW0, AW) ? 4=0, 1 


In el caso del esquema explícito (2) (B = E) necesita 
la definición posiliva del operador A, y la fórmula para 
tr+y tiene la forma 


_ (Ar, ra) an 
Vta dr, Ar) > k=0, ¿A 


1 nombre del método está relacionado con que en él 
se mínimiza la norma del dofecto (error de las Tmágenes 
iteradas). En efecto, para el operador D indicado tenemos 


IZ» Mb = (Dzx, 24) = (AFAz,, 24) = || Az, 112 = || raIf?. 


Por lo tanto, para el método examinado la norma dol error 
en ¿f y os igual a la norma del defecto, el cual se puedo 
calcular en el proceso de las iteraciones y emplear para 
controlar la terminación (de Jas mismas. 

Del teorema 4 se deducen las estimaciones de conver- 
gencia del método 


ra U< e”? lr ll. =>m) (8) = In en p. 


El operador DB-"4 = AFAB-LA será autoconjugado en 
H, si lo es el operador AB-”*, lo que es equivalento a la 
exigencia de antoconjugación del operador B*A. Si osta 
exigencia está cumplida, entonces de las condiciones (3) 
del $ 4, las cuales en este caso bienen la forma 


y (Ay, Ay) <(AB-Ay, Ay) < ya (Ay. Ay), 1 >0, 
o después del cambio y == A-Bx 

Y iBo Ba) < (Ax, Bo < ya (Bx, Ba), y >, (4) 
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y del teorema 4 se deduce que 
p=(1— E + E, E= y/ys. 


Señalemos que la condición y, > 0 será cumplida, si 
se cumple la condición exigida más arriba de definición 
positiva «lel operador MB*4,. Las condiciones de autoconju- 
gación y definición positiva del operdor B*A se cumpli- 
ráb, por ejemplo, bajo las siguientes suposiciones: 


A =A*>0 B=DB*>0, AD = BA. 


En este caso las desigualdades (4) son equivalentes 
a otras más simples. En realidad, poniendo x = By en (4) 
y utilizando la conmutabilidad de los operadores ÁA y 4, 
obtenemos 


NBESAS< YB, y >0. (5) 


Las condiciones de autoconjugación y definición posiliva 
del operador B*A se eumplirán automáticamente en el easo, 
cuando el operador B Liene la forma 4 = (4%)*B,, donde 
B, es un operador autoconjugado y definido positivo. En este 
caso en lugar de las desigualdades (5) es necesario ulilizar 
las desigualdades 


YB SAA < YB y1>0, (6) 


y en la fórmula para el parámetro v,4, la corrección 1, 
se puede encontrar de Ja ecuación /,0, — A*rz. 

Si el operador B%A no es auloconjugado en ff, entonces 
de fas condiciones (4) del $ 1 o de Jas condiciones equiva- 
lentes 


y (Be, B2)< (Az, Br), (42, 42) < yo (Az, Ba), y >0 


y del teorema 1 se sigue que p =P 1 —E, E = y/o. 
3. Mélodo de las corrceciones mínimas. Este mélodo 
se puede aplicar para resolver la ecuación (1) con un opera- 
dor A no autoconjugadó pero definido positivo. So exige. 
que el operador A soa autoconjugado, definido posilivo 
y acotado. El método de las correcciones mínimas se determi 
na por la siguiente elección del operador D: D == A*B-1A. 
La fórmula (3) para el parámetro iterativo T+, en el 
método de Jas correcciones minimas tiene la forma 


EA (Atca, W_) A — 
Thy = ¡BVAnca, Avon) , k 0, 1, E 
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En el caso del esquoms explícito (2) (KB = E) los méto- 
dos de correcciones mínimas y de defectos mínimos coinci- 


' den. 


En cl método de las correcciones mínimas se minimiza 
la morma del error en Zf y. En efecto, para el operador D 
elegido obtenemos 


3 : ER ' as 
Hz, lo = (D2z. 24) = (AFB-1Az;,, 21) = (Up, 1) = 
= (Bwp, 101) = 1] 0, Il. 
La norma de la corrección en £f y puede ser caleulada en 
el proceso de Jas ileraciones y utilizada para controlar la 
terminación de las mismas. 


Del leorema 1 se deducen los estimados de la con vergen- 
cia del método 


Ire, lla <p” Lo ln > a (6) = In ello p. 
El operador DRA =AYBAAB-A es auloconjugado 
en Af simultáneamente con el operador A. Por eso: 


1) si A =A4* y se cumplen las condiciones (3) del $ 1 
ó las condiciones equivalentes (véase el cap. VI, $ 2, punto 3) 


vMbB<A< YB y o5>0, 
entonces 
p=(1= 841430. E= vv 
2) si A 5 A*% y se cumplen Jas condiciones (4) del $ 1, 
ó las condiciones equivalontes (véase el cap. VI, $4, punto 2) 
PESA, (Ax, BIADS Ye (An e ya 
entonces 


p=/1-E, E=vj/ys, 


Señalemos que en comparación con Jos métodos del 
descenso más rápido y de los defectos mínimos en el mélodo 
de las correcciones mínimas se exige invertir el operador B 
no una sola vez, sino dos, primeramente para calcular Ja 
corrección w,, y después para calcular B-*4w,. 

Soeñalemos también, que si A = A*, entonces el mélodo 


>> 0, 


e 


de las correcciones mínimas posee la propiedad asinbótica. 


4. Método de los errores mínimos. Este inétodo se aplica 
al igual que el método de los defectos mínimos, en el caso 


de cualquier operador A no autoconjugado y no degenerado. 


108 


El método de los errores minimos se determina por la si- 
guiente elección de los operadores B y D: 


B=(U4*%)"B, D=B» 


donde £B¿ es un operador autoconjugado y definido positivo 
en 4. 

Sustituyendo el operador D elegido en Ja fórmula (3) 
para el parámetro iterativo T24+, y teniendo en cuenta, que 
wi = Brj = BPA*Fr,, obtendremos la fórmula para Tr+1 
en el método de Jos errores mínimos 

(Th, rr) 
E k=0, 1 
h +1 (At, rp) ? 13.23 
La corrección tw, se halla de la ecuación Bytw, = A*r. 
En el caso do un esquema explicito (Bf, = £) la fórmula 
para Trjyy tiene la forma 
a (Th, rr) 7 
Th+ REE (A*ra, A*rh) 9 k=0, L ...». 
En el método de los errores mínimos se minimiza la nor- 
ma del error en ¿f y,. Para este método el operador DBA = 
= A*A es autoconjugado en H, y las condiciones (3) del 


g 1 toman la forma de las desigualdades (6). Del teoroma 1 
seo deduce la estimación de la convergencia dol método 


[23m ly < EF 11 Zo lso, 22 o (e) = In elln p, 


donde p=1—HA+E E=vvs Y Yo Ye están 
definidos en (6). 

El método de los errores minimos siempre posce la 
propiedad asintótica. 

5. Ejemplo de aplicación de los métodos de dos capas. Para 
ilustrar la aplicación de los métodos gradientales de dos 
capas construidos examinaremos la resolución de un proble- 
ma modelo por el método explícito del descenso más rápido. 
En calidad de ejemplo Lomaremos el problema de Dirichlet 
do diferencias para la ecuación de Poisson sobre la red cua- 
drada — = fx, =(ih, ja), OSLIS<N, 0<]<N,h =1/NY 
en el cuadrado unidad 


AU =Uz . FU 0» zEo ul,=g. () 


Introduzcamos el espacio ff, que consiste de las funciones, 
reticulares definidas sobre 0, con el produclo escalar (u, v) = 


= Y u (e) o (a) h?. 


E0 
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Definiremos el operador A sobre ff de la siguiente hedi 
—At, y 9 HH, dondo o (2) = y (<) para € 0 yv], = 
E bemos él problema (7) en forma de Ja ecuación cierto 
cional 


du <= f, (8) 
donde f se diferencia de «q solamento en Jos nodos fronterizos 
f= p— si +, 
8(0, 22), 11,=h, glzx,, 0), 2o=h, 
p¿=34 0, 2hZ<x,<1—2k, q._=<0 2<x,<1-—2h, 
g (1, 22), 1, =1—k, 8 (21, 1), t=1—h 


El operador A es autoconjugado y definido positivo en £f. 
Por eso para resolver la ecuación (8) se puede aplicar el 
método del descenso más rápido. El esquema iterativo expli- 
cito Liene la forma 


Yh+17— 


Ch+t == HAya=]f 0 Ya =Yn— Tnsimo k=0,4, ..., 


y los parámotros iterativos 7, se encuentran por la fórmula 


Vit A, "n= AYy—f, k=0,1,... 


Citemos las fórmulas de cálculo y contemos el número de 
operaciones aritméticas, gastadas en una ¡ileración. Teniendo 
en cuenta la definición del operador A y del miembro dere- 
cho f, las fórmulas de cálculo se pueden escribir en la forma 
siguiente: 


1) rr(ri)= — (Y, — Uni, — PAL)» Í<i, 
¡EN -—A, Ya lo = 8; 


N-1 N-1 
2) (Fa, ri) = 2 2 rh(z;)h 
e 1N-1 


(Arz, rr) A y 2, 7h (2; 1773 +( Fr)z 19? 


en rip. 
by 0, Tm rar) 
3) Yi (E) = Ya (2) — Tita (8 3) 151, ¡EN— 1. 
La aproximación inicial y, es función reticular arbitra- 
ria en 0, que toma sobre y valores prefijados Yoly = £. 
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Contemos el número de operaciones aritméticas. Si rea- 
lizamos el cáfenlo de las derivadas en diferencias por la 
fórmula 


1 
Ur TU, yz ita y a, Bj HO, ¡1 — 4 y), 


entonces para calcular r, se exige 6 (N — 1)% adicionos y 
2 (N — 1) multiplicaciones y divisiones. Para calcular 
(r,, rp) se exige (N — 4)? adiciones y (N — 1) multiplica: 
ciones, para (Arz, 14) — 6 (Y — 1)* adiciones y 2 (N — 1) 
multiplicaciones, y para Ya+i — (N — 1)? adiciones y 
(N — 1) multiplicaciones. En total hay que efectuar 
14 (NY — 1) adiciones y 6 (NV — 1)? multiplicaciones y divi- 
siones. Exactamente la mitad de este número total de opera- 
ciones necesita para calcular los productos escalares, o sen 
para el cálculo del parámetro iterativo Try, Por consi- 
guiente, un paso del método del descenso más rápido es 
aproximadamente dos veces más Jaborioso en comparación 
con un paso del método de iteración simple o del método dé 
Chebishev, donde los parámetros 7, +, Son conocidos a priori: 
Para los métodos implícitos esta diferencia será menor; 
puesto que para el cálculo de los productos escalares se exige 
el mismo número de operaciones que para el método explí- 
cito, y al número total de operaciones se añaden las operacio- 
nes aritméticas gastadas en la inversión del operador 2. 

Doterminemos ahora el número tolal de operaciones 
aritméticas OQ (e), que es necesario cumplir, para oblener 
una exactitud rolativa e. Para esto es necesario estimar 
el número de iteraciones », (e). En el punto 4 fue obtenida 
la estimación siguiente 


donde y, y y, en el caso de un esquema explícito son las cotas 
del operador A: yEX<AS YoL£. 

Para el ejemplo examinado y, y y, coinciden con los valo- 
res propios mínimo Ó6 y máximo A del operador de Laplaca 
de diferencias Á. Es conocido, que 


8 TA 8 nh 
Ó==37 Sen => A = y 008 >. 
Por eso 
1—E Th S sh 
p=q=1-2sent, ¿== =te3»> 


111 


y, por lo tarito, si k<< 41, entonces 


1 
AT 1 

A 2 a 

Po (e) Sm 0,2N In de 
Si consideramos cquivalentes las operaciones de adición, 
¿ multiplicación y división, entonces en una iteración se gas- 
tan aproximadamente 20N? operaciones. Por eso para el 
número total de operaciones aritmélicas será válida la esti-. 


mación Q (2) = 4N* In -. 


S 3, Métodos de tres capas 
de las dirceciones conjugadas 


1. Planteamiento del problema sobre la elección de los 
parámetros iterativos. Estimación de la velocidad de con- 
vergencia. Para encontrar una solución aproximada do la 
ecuación operacional lineal 


Au=j (1) 


con el operador no degenerado Á en el $ 1 nosotros examina- 
mos los métodos itorativos de dos capas de tipo variacional. 
El esquema ilerativo para estos métodos tiene la forma 


BE Aya ==, k=0, ares Yo EH, (2) 


y los parámetros iterativos T,4¿ se eligen de la condición 
de mínimo de la norma dol error z,,, en el espacio energé- 
tico ff ,. Recordemos que sobre la sucesión y; construida 
según la fórmula (2), se realiza la mininrización por pasos 
del funcional £ (y) =(D (y — u), y — U), Cuyo mínimo se 
alcanza en la solución de la ocuación (1), es decir, si y = U. 

Sin embargo, esta estrategia de minimización local no 
es óptima, puesto que en fin de cuentas a nosotros nos inte- 
resa el mínimo global del funcional £ (y), y, si está prefijado 
un cierto valor de este funcional, debemos alcanzar el mínimo 
de iteraciones. La minimización local en cada paso ¡iterativo 
conduco a la resolución de este problema pero no por el ca- 
mino más corto. 

Es natural tratar de elegir el parámetro 1, de la condición 
de mínimo de la norma del error z, en HE y inmediatamente 
después de rR pasos, o sea al pasar de y, a ya. Con una situa- 
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ción análoga nosotros ya nos encontramos en el capítulo VI 
durante el estudio del mélodo de Chebishev y del método 
de iteración simple. Resultó que converge más rápidamente 
aquel método cuyos parámetros iterativos se eligen de la 
condición de mínimo de la norma del operador de resolución, 
y no del operador de transición de una iteración a otra. 
Esta propiedad tiene lugar también para los métodos itera- 
tivos de tipo variacional. Será mostrado, que los métodos 
iterativos examinados en este párrafo, para Jos cuales los : 
parámelros Tp se eligen de la condición indicada más arriba, 
convergen considerablemente más rápido que los métodos 
gradientales de dos capas. Además, en el caso de un espacio 
HB de dimensión finita estos métodos son los métodos de 
finitas iteraciones para loda aproximación inicial, es decir 
la solución exacta de la ecuación (1) puede ser obtenida des- 
pués do un número [inito de iteraciones. 

Pasemos a Ja construcción del método de las direcciones 
conjugadas. Supondremos que el operador DBA es auto- 
conjugado y definido positivo en Zf. Cumplimos hn itoracio- 
nes según el esquema (2). Pasando del problema para ol 
error 2h = Ya — u al problema para x, = D%,,, obtendre- 
mos, como antes, 


Cr+1 = Si+1Th) k =0, E, -. .) n—Í, 
Si =E—="w0, C=DPBAAD-R 


De aquí hallaremos 
tp =T ato Tp= |] (E—=110). (3) 


El operador de resolución £', representa un polinomio ope- 
racional de grado nr respecto al operador € con coeficientes 
que dependen de los parámetros T,, Toa, - » «, Tr 


T,=P.(O)=E£4+5S aC, an <0. (4) 
j=1 


En virtud de la igualdad || zx, [il = li 2, flip el problema, 
planteado más arriba, sobro la elección de los parámetros 
iteralivos vt; se formula de la siguiente manera: entre todos 
los polinomios del tipo (4) elegir aquel, para el cual la norma 
de x, = P, (C) x, sea mínima, en otras palabras —elegir 
los coeficientes «q, a, ..., ag” del polinomio P, (C) 
de la condición de mínimo de la norma de x, en ff. 
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Esle problema será resuelto en el punto siguiente, y pri- 
meramente obtendremos una estimación de la velocidad de 
convergencia del método de las direcciones conjugadas, 
construido a hase del principio de elocción de los parámeLlros 
NE más arriba. Obtendremos esta estimación utili- 
zando la información a priori sobre los operadores del es- 
quema en forma de las constantes y, y Ya de equivalencia 
energítica de los operadores auloconjugados D y DBA: 


YDSEDBAIAS 7D, y; >0 DBA = (DRA). (5) 


Supongamos que 2, (C) es el polinomio buscado. Jenton- 
cos de (3) y (4) se deduce una estimación de z,: 


Yx,li=11 2, (e) zo 11 =|1 cd IQ, (0) zo 11 < 
TN EQ. (011 11 xo 1l. 


donde el mínimo se busca entre los polinomios Q, (Cy nos- 
mados en vírtud «de (4) por la condición Q, (0) = £. 
lExpresemos el mínimo de la norma del polinomio Q, (€). 
De (5) se deduce que el operador € = D-"* (DB-14) D-1P 
es autoconjugado en ff, mientras que y;, y, son sus cotas: 
= CU YyE<C< yet, y >0. Por cso tiene lugar la 
estimación 
mín II Qn (C)<mín máx 10,()1, 
tQ (Q7) 11 EY 
Do lan resnitados del $ 2 del cap. VÍ se desprende que el 
problema acerca de la construcción de un polinomio normado 
por la condición Q, (0) = 4 cuyo módulo máximo, sobre el 
segmento ly,, y,j sea mínimo, lo resuelve el polinomio 
de Chebishev de 18" género, para el cual 


; 201 
Xx n (6) ¡= Un. ENEE 
a | Q (2) In Er 14+p7 ? 
1-Y5 — Y 
AE 


Por consiguienle, para x, tiene lugar la estimación || zx, || < 
< Ya I| Zo ll. 

Así, está demostrado 

TEOREMA 2. Sí son satisfochas fas condiciones (5), enton- 
cos el método iterativo de las direcciones conjugadas converge 
en E y, y con cualquier n para el error 2, es válida la estimación 


114 


Iza ln < 4 1) Zo lp. En este caso la estimación para el núme- 
ro de iteraciones tiene la forma 


=> R, (e) = In (0,5e) An py, 


donde py = (1 — Y EJ(l + YE), E-= yv. 

2. Fórmulas para los parámetros iterativos. Esquema 
iterativo de tres capas. Pasemos ahora a la construcción 
def polinomio P, (€). Utilizando (3) y (4). caleulemos la 
norma do q,: 


pz, 1P= (8, (0) Lo, Pa (0) Lo) = 11 Zo 11? + 


n n n 
y , a, ay (Cito, zo ay 2) 2 aa (Cizo, C'2p) s 


La norma de zx, es una función de los parámetros 
Ar AS dea aca, Igualando a cero las derivadas par- 
ciales de || x, 12 respecto a af 


dl en 11? 


2 =2 Y a (Cixy, ix) +2 (Ciz, 29), ¡=1,2,..., 1, 


1=1 


obtendremos el sistema de ecuaciones algebraicas lineales 


+ 
2 a (Cixo, Ci A (Cózo, 2320, j=1, 2, ...,ñ. (6) 
Para un operador € autoconjugado y definido posilivo en ¿7 
el sistema (6) da la condición de mínimo de la norma do zx, 
en A. | 

De esta forma, el problema de la construcción de un poli- 
nomio óptimo P, (C) en principio está resuelto. Hallemos 
los coeficientes 4, a, ,.., ag” del polinomio resol- 
viendo el sistema (6). Pero primeramente construyamos las 
fórmulas para calcular la aproximación iterativa y,. Ll 
primer camino consiste cn el empleo del esquema ¡terabí- 
vo (2). Sin embargo, para esto hay que hallar las raíces del, 
polinomio P, (t) y después en calidad de 1, tomar los valores 
inversos a las raíces. Este mélodo no es económico. 

El segundo método consiste en utilizar los coeficiontes 
del polinomio para calcular y,. De (3), (4) y del cambio 
Tr = DY%,, donde 2, = y. — u, oblenomos 


yn —u=D" "PP, (0) D'” (yo —u). O) 
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Utilizando (4) y la igualdad D7*cip'”=(B-1Ay, halla- 
ramos 


”. ] 
DPP ODA E+ Y ABLA. 
J= 
Sustiluyendo esta igualdad en (7), obtendremos 
y 8 


n= 004 Y BLAN (yo) — 


n 
=0+ 2, ay? (3ay tan, (8) 


donde ze, es la corrección, ty = BA (y, —- u) = Bro, 
Fo = AYo —Í. 

Este camino tampoco es óptimo. Para cada se tiene que 
resolver de nuevo el sistema ((). 

Ahora mostraremos que la sucesión Yi, Ya» + - 1 Yno> +. .> 
construida de acuerdo con (6) y (8) para R=1,2,..., 
puede ser hallada por el siguiente esquema de tres capas: 
BlYr+i — Ar+1 (Es — T, +14) Yn + (1 > +1) PYua 0 


+ Ar+iTr+ rd. k = 1, 2, 209 (9) 
BY — (B=TA)Yo + TÍ, yy € ll. 


Para esto es necesario indicar Ja colección de parámetros 
Er) y (Qs), para Ja cual la norma del error equivalente 
2, Sea minima para euxalquier e, Realmente, do la ccuación 
pera el error 2, en el caso del esquema (9) 


Lada = Angy (E — Tr) a + (1 — Opy1) Lp. 1» 
k=4,2 ..., (10) 
= (E — E) Lo. 


obtendremos, que zz = P, (€) £,. donde ol polinomio P, e 
biene la forma (4) (n = k). Por esto, si los parámetros ft;) 
y la) en (0) serán elegidos de manera tal, que para cualquicr 
n= 4,2, ... se cumplan las condiciones (6), entonces las 
aproximaciones iterativas y, construidas de acuerdo con (4) 
coincidirán con las aproximaciones, construidas mediante 
las fórmulas (6) y (5) para cualquier ». 

Constriyamos cl conjunto buscado de parámetros ft)) 
y laa). Para esto necesitaremos 
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LEMA. Las condiciones necesarias y suficientes de minimo 
de la norma de zx, en UH para cualquier n > 1 son 


(Ex, £,) > jazbd..... n—dl. (11) 


lo efecto, de a, y (6) se sigue que las condiciones (6) 
que son las condiciones de mínimo de la noria de z,, son 
equivalentes a las siguientes: 


(Cro. a) 2 0, j214,2...,m, (12) 


pon cualquier 2 =41,2,... De aquí oblenemos para 
¡En — 1 
44 


(Cxg, Zn) TA » y (Cizo, Lp) = (Czj, L,) =0, 


es decir las condiciones (14) son necesarias. 

lDemostremos altora la suficiencia de Jas condiciones (11). 
Supongamos que se cumplen las condiciones (11). Moslremos 
quo entonces también se cumplen Jas condiciones (12). De 
(11) para j = O obtenemos que las igualdadoes (12) son ciertas 
para j — 1. Demostraremos por inducción la validez de (12) 
para ¿=> 2. Supongamos que para J< k ya están no 
las condiciones (12), es decir, (xp, 2,) =0,j = 1, 2, 

, te Mostremes que ellas también son cmplidas para 

da E dl “FA, si se cumplen las condiciones (11). 

Efectivamente, de (14 para j=% obtenemos 


0O=(Cx,, 2,) =(CP, (0) o, 2.) =(C2p. 27) + 
k 
+ Ct a) a (Ci, 2) 


Por lo tanto, (C**z,, x,) = 0. El lema está demostrado. 
Utilicemos ahora el lema para construir la colección de 
los parámetros (ft,) y fa) para el esquema (0). Para abre- 
viar los razonamientos consideraremos que y, en el esquema 
(9) se halla por la fórmula general (9) para a, = 1. 
Examinemos el esquema (10). Ya que a, se encuentra por 
un esquema de dos caps, entonces del $ 4 se deduce Ja elec-. 
ción del parámetro óptimo T, por la fórmula | 
(CZp, £p) 
(Xp, Exp) ? 


Ta 
Realizaremos gradualmente la construcción de los pará-: 
Melros Ta. Tags - +» Y An, Ag, - » . Sean ilerativos los pará-. 
MECÍrOS Tj, Tay +. ., Tp Y %, Agr «+ ., Ay, ya elegidos de: 


147. 


; manera óptima. Puesto que estos parámetros determinan las 
aproximaciones Y y, Ya, «+ «+ Ya. entonces del lema se deduce 
que se cumplen las condiciones 


(Cia 0. FE Lirio, 
de (18 


Elijamos ahora los parámetros Ty Y Ap+y. Que delermi- 
nan la aproximación yyy 1. Del Tema se sigue que la norma de 
24 Será minima si están complidas las condiciones 


A E O (14) 


De estas condiciones hallaromos los parámelros T;w1 
y A +1- Mostremos primeramente que de (13) se deduce el 
cumplimiento de las condiciones (14) para ¡<%k — 2, 
y después de las dos condiciones restantes de (14) para j = 
=k—i1 y | =% oblendremos las fórmulas para Tr. 
Y Artt 

Así pues, sea ¿ < k — 2. De (10) y (13) hallaremos 


(Er +1 Czx y) - Anti (Tn, Cx;) — AnqyrTr4 y (Exp, Cap) 7 
3 (1 — U41) (fro, Cxj) 7 — Arana MEL, Cy). 


Mostremos que (Cer, Czxj) = ) para ¡<k—2. En reali- 
dad, de (10) para A = f obtenemos 
1 


.1 
Cx;= — .,— Lia — (ld — 1 2 F>0. 15 
j is 3 RITA ¡Hi ( j+1) j 11, Ia? ( ) 


Utilizando la autoconjugación del operador € y las coniicio- 
nes (13), de len obtendremos para ¡< k — 2 
(Cp, Czxj) > (Cs, Xn)— 


1 


in Ln) — (1 — 00 341) (CL 4) 21 =0. 


" Hallemos. a mies y 00 Ponicido en (14) j = 
=-k—4yj = k. obtenemos de (10) y (13) 


O= (Cp. Tp+1) = 
= — Ur+4 +1 (CXp, CLg-1) +5 (1 — Xn+1) (Lp, Lr-4), 


0O= (Edy, Tari) = Opa HCL Ep) — Tier (CL) Ctp)1. (16) 


118 


De la segunda ecuación hallamos inmediatamente el pará- 
metro Tr+y! 

(Cry, xn) - 

Ta A 1% 

SI (17) 


De la primera ecuación eliminaremos la expresión 
(Cx,, Cxp.¡). Para eso podremos j = k —i en (15) y mul- 
tipliquemos escalarmente Jos miembros primero y segundo 
de (15) por CxX;. 

'Teniendo en cuenta la auloconjugación del operador € 
de la condición (13), obtenemos 


1 4 
(Cry, xp: == mao Un) — Tn (CL, Lp) + 
i—a; 4 
TE (CZp-2, Tr) e O (Exp, Ep). 


Sustituyendo esla expresión en (16), obtendremos 


Ah+1TR41 (Cxp, th) 4 
A — (% = 0, 
ART (Chi, Zh-i) Fl 141) 
De esta igualdad hallaremos la fórmula recurrente para el 
parámetro yy: 
7 El Pu +t (CXk, 75) 4 y-1 
Eh TA (Ci has Th Un Ñ 
Bo (CZh-1, Thai h 


(15) 


Así, suponiendo que Jos parámebros iberalivos T,, To, 
cs Ty Y Aj Ags +.» Ag fueron clegidos anteriormente, 
nosotros obtenemos fórmulas para los parámetros Tr+y: 
y Gti Puesto que y =14 y T= al enton-: 
ces las fórmulas (17) y (18) determinan los parámetros 
Ta+1r Y % 41 Para cualquier de. | 
Sustiluyendo Y, = D'Pz, en (17) y (18) y teniendo en 
cuenta que | 


C=D YU (DBAA)DAP y Az, =rp, Bra =10), 


oblendremos Jas fórmulas siguientes para los parámetros 
Herativos Tri Y Apta: 


Dior. 3% | 
a zo, k=0, 4... (19) 
= Tia (Dio, 2) 1 | 
pj [1 j Tr (Dick=1» Zh-—1) Uh (20) 


k=1, 2% e... y = . 


Así, el método de las direcciones conjugadas se describe 
por el esquema de tres capas (9), para el cual los parámetros 
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: iterativos Ty 41 Y %4 +1 Se eligen por las fórmulas (19) y (20). 
Para esle método es válido el leorema 2 demostrado anle- 
, riormente. 

¡ De las fórmulas (19) y (20) se deduce que los parámetros 
: iterativos Tr +, en el método de las direcciones conjugadas y 
- en los métodos gradientales de dos Capas se seleccionan por 
las mismas fórmulas, y para calcular log parámetros %f +1 
; no es necesario calcular ningunos productos escalares com- 
plementarios. Por esto al calcular los parámetros iterativos 
mediante Jos métodos de dos y tres capas de tipo variacional 
se gasta prácticamente igual número do operaciones aritmé- 
: ticas. A su vez de los leoremas 1 y 2 se sigue que los métodos 
. de las direcciones conjugadas convergen esencialmente más 
rápido que jos métodos gradientales. 

Mostremos ahora, que si A es un espacio de dimensión 
finita (1 = A y), entonces los métodos de las direcciones 
conJjugadas convergen durante un número finito de iteracio- 
nes, no superior a la dimensión del espacio. Realmente, del 
lema se deduce que para Jos errores equivalentes x, del mé- 
todo de las direcciones conjugadas deben cumplirse las ¡gual- 

dades (xj, 2) = [jp Ina =0, j=0,1, .... n—Í. 
Por consiguiente, el sistema de o A 
para cualquier » debe ser un sistema orlogonal en Eq. Y co- 
mo en ff y ño se puedo construir más de N vectores or eee 
les, enlolnces de aquí se desprende que Iy =Ú0 y Zy = 
=Yy —u =0. De esta forma, en la clase de las Aromas 
ciones iniciales arbitrarias y, dos métodos de las direcciones 
conjugadas convergen después de NY iteraciones a la solución 
exacta de la ecuación (1). 

Para aproximaciones iniciales especiales y, estos métodos 

convergen en un número menor de iferaciones. En efocto, 
sea yy tal, que en el desarrollo de z, según las funciones pro- 
pias del operador C ostén presentes NV, < N funciones, es 
decir, x, pertenece al subespacio £E y, invariante com respecto 
al operador €. Entonces es ovideto, quo todos los xy E HH y,. 
Por oso en este caso el proceso iterativo termina por Ñ, 
iteraciones. 
De lo dicho más arriba se deduce que la estimación de Ja 
convergencia del método obtenido en el teorema 2, es muy 
aproximada y la igualdad [| Z, l|p = qu 11%, l|p nunca se 
álcanza. Se puede construir un ejemplo de ecuación (1) 
e indicar para cualquier 1 < Ñ una aproximación inicial 
Yo tal quo se cumplirá la igualdad indicada. 
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3. Variantes de las fórmulas de cálculo, Citemos ahora algunos 
procedimientos de realización de los métodos de tres capas de direc- 
ciones conjugadas. De (9), (19) y (20) obtenemos el siguiente algoritrao: 

1) por yy dado se calcula el defecto ry = Aya — f; 

2) se resuelve la ecuación para la corrección Liw, = Yu; 

3) se calcula el parámetro vt, por la fórmula (19); 

4) la aproximación y, se encuentra por la fórmula y, = Yo — 
=- Tip. 

Después para k=1,2,... sucesivamente se cumplen las si- 
guientes operaciones: 

5) se calcula el defecto ra = Ay, — f y se resuelve la ecuación 
para la currección Btoh = ry; 

6) por las fórmulas (19) y (20) se calculan los parámetros T;41 
Y Ur 

7) la aproximación 4, Se encuentra por la fórmula 


Yn+r = Carr (l — Lata) Ya — CT +0 


De esta forma, cn el algoritmo descrito para encontrar yy4¿ Se 
utilizan YÍ-1» Ya Y “ph los cuales es necesario memorar. Más abajo 
será indicado el tipo de las fórmulas (19) y (20) para algunas elecciones 
concretas del operador D. Aquí nos limitarermos a la observación do 
que en estas fórmulas, además de la magnitud 1, memorado, puede 
entrar el defecto r,, el cual nosotros no memoramos. Para su cálculo 
se puede utilizar o bien la igualdad r, = Biw, si el cálculo del valor 
de la ey es un proceso laborioso, o la definición del defecto r, = 
a iy — Ja 

En la práclica se encuentran también otros algoritmos de reali- 
zación del método de lus direcciones congugadas, Citemos uno de ellos. 
Para eso interpretaremos el esquema (9) como un esquema con Currec- 
ción. De (9) obtenemos 


Yn+1 == Un — Chtrsho  Sh4a SS pg E Op 41590 

k=0,4 ..., Sy =p, (21) 
donde w, = Briry, Ya = Aya — f, y los parámetros ay. y by están 
relacionados Con %y4-1 Y Try Por las fórmulas siguientes: 

Aa+i = UapiTitro dy = (Ops — 1) OT (Op +1 Tp + 1) 


Obtengamos las expresiones pata az+41 Y 97. De (19) y (20) halMa- 
remos 


By = (DW, 2H Dira trad. k=1,2, +... (22) 


Para ah41 de estas fórmulas cs fácil obtener relaciones recurrentes, 
sin embargo $e puede hallar una expresión explícita para ay+1! 


(Cxk, 2) _ (Dia, Za) 
“he A NS 


= k=0, 4,... 
Pr, Pr) (Ds, sr) ' (25) 


Las fórmulas (21), (22) y (23) describen el segundo algoritmo del 
método de las direcciones conjugadas. Aquí los cálculos se realizan 
en el orden siguiente: 
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1) por yy dado se calcula el defecto rp = Ayo — f, se resuelve 
:la ecuación Buwp = 7, para la corrección Wo, y Se PONC 5), == Wo); 

2) por la fórmula (23) se halla el parámetro e, y se calcula y, = 
¿== Yy — G59- Lucgo para k=1, 2, ... sucesivamente se efectúan 
:Las operaciones; 

3) se calcula el defecto r, = Ay, — f y se resuelvo la ecuación 
para la corrección Biw, = Y; 


» 


R ] 
4) por la fórmula (22) se calcula el parámelro b, y se encuentra 
s, por la fórmula si = 0, + DpSp1; 


. 9) por la fórmula (23) se determina el parámctro az44 y la apro- 
ximación y,+, se calcula según la fórmula 


Yin+t = Yr — 84154: 


Señalemos que en el algoritmo citado es necesario conservar y, 
0, Y Sy, es decir el mismo volurien de información intermedia que en 
el primer algoritmo. 


$ 4. Ejemplos de métodos de tres capas 


l. Casos particulares de los métodos de las direcciones 
conjugadas. En el $ 3 fueron construidos los métodos ite- 
'alivos de tres capas de las direcciones conjugadas, utilizados 
para resolver la ecuación lincal 


4du=f. (1) 


Las aproximaciones iterativas se calculan por el esquema de 
tres cápas 


BYr+a = Unga (13 — Tag A) Ya + (1 — Opqa) Bn + 

+ Oia Jl Ba E) 
By, = (B — UA) Yo + Uf ya El, 
y los parámetros ileralivos %p+, Y Tay, Se encuentran por 
las fórmulas 


_ (Dieñ, 2h) ; 
Tata Tus PT da (3) 


q — Tha (Pm 2) er) 
Ta  (OWg.1, 2h1) Gp á 


2 ( ( 
k=1, 2, ... a, =1, 


donde w, = Brtr, es la corrección, r, == 4y, —f es el 
defeeto y 2. == Y, — € el error. 

La elección de Tos parámetros Q%;, y 7, según las fórmu- 
las (3) en el caso del operador autoconjugado y definido 
positivo DB-14 asegura el mínimo para cualquier rn de la 
norma del error z,, en FF y al pasar de Yy a Yn. 
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Examinemos ahora casos parliculares de los métodos de 
las direcciones conjugadas, delerminados mediante la clee- 
ción del operador Y. En el $ 2 fueron examinados cuatro 
ejemplos de métodos gradientales de dos capas. Á cada uno 
de estos mélodos de dos capas le corresponde un determinado. 
método de tres capas de direcciones conjugadas. Nosotros: 
enumeraremos cestos métodos, indicando las condiciones 
sobre los operadores A y ¿5, las cuales garantizan la aubo- 
conjugación del operador D/3-*A. Para estos mélodos tiena 
lugar el teorema 2, y el tipo de las desigualdades que deler- 
minan las constantos y, y po, será indicado en la descripción 
del método correspondicnte. 

1) Método de los gradientes conjugados. 

Operador D: D=A. 
Condiciones: y,B <A < YB, y, >0, Ar A* >0, 
h=p*>0, 

Las fórmulas para los parámetros ¡teralivos: 

Tra = (7h, 1) 
(Amp, tn) * 


T Fh, 107) t 4! 
R Fh-1> Uh.1) Uh 


2) Método de los defectos conjugados. 
Operador D: D = A*A. 
Condiciones: y, (Bzx, Bx< (Az, BOS y. (Bx, Pz), 
y >0 BA = AFR. ¡ 
Si se cumplen las suposiciones A = A* >>0, B = P* >0, 
AB =— BA, entoncos las condiciones tienen la forma y¡B< 
< ÁS Y2B, y >0. | 
Las fórmulas para los parámetros iterativos: 
_ (Atwh, rr) 
Unta (Atv, Arg) ? 
Tr fAwp. ri) 4 y 


aL —— (1 E OS e 
po Ta (Átenzi, Thos)  %h 


3) Aétodo de las correcciones conjugudas. 
Operador D: D = AB-4. 
Condiciones: y BLAS YB, y >0, A = 4* >0; 


H=DE=>U 
Fórmulas para los parámetros iteralivos: 
Tr+ IA 
(BA4w0, At0j) * 
Ap+1 == (1 e CA —)7. 
Th  (Atr=, Pim) Gr 
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4) Método de los errores conjugados. 
Operador D:D= Bo. 
Condiciones: B- = (ALI Bn MIRAME ADA 


BP, =Bj>0. 
Fórmulas para Jos parámetros iteralivos:! 
(Tas ry) 


T E E SA. 2 RA 
HA (Au, rn) , 


e | Thsi Ph, Tm) 1 y-1 
Xt = E eE rr 
Th (Photo had Ah 


2. Métodos de tres capas localmente óptimos. Regrese- 
mos ahora al procedimiento de construcción de los paráme- 
bros ¡Leralivos %141 Y Tp4] Cxaminado en el $3 para el csque- 
má de tres capas del método de las direcciones conjugadas. 
Recordemos que los parámetros A,41 Y Ty+1 fueron elegido 
de las condiciones es Enri) = 0 y (Cp. Trap = 0 
bajo la suposición de que las aproximaciones Iterativas 

Yas «<<. y aseguerart el complimiento de Jas condiciones 


(EP E E A A A A 


Para un proceso computacional ideal se cumplen tas con- 
diciones (4), por eso la elección de los parámelros %%, +1 y 
Ti 4 Por fas fórmulas oblenidas en el $ 3 renlmente garan- 
tiza el mínimo de la norina del error 2, 00 £f y al pasar de 
Yo YA ns. Ln Un proceso computacional real, el cual tiene 
en cuenta la presencia de errores de redondeo, las aproxima- 
ciones iteradas Y, Yo, « . «+ Y noserán calculadas exaclamen- 
le y, por consiguiente, no se cuniplirán las condiciones (4). 
Vón una serie de casos esto puede conducir a Ta disminución 
de la velocidad de convergencia del método, y en algunas 
ocasiones a su divergencia. 

Construyamos ahora una modificación del método de las 
direcciones conjugadas, la cual no posce la insuficencia 
indicada. Para resolver aproximadamente la ecuación 
Au = f exuminemos el esquema iteralivo 


Byu+r = On4r (8 — TarmA) yr + (1 — 041) Bra + 
+ Orta 1Í, 
IS (5) 


con aproximaciones arbitrarias Y, y Y € FF. Considerando 
Yi Y Yun prefijados, eligiremos los parámetros Gz4+1 Y Tr+1 
de ta condición de mínimo de la norma del error 2, ,, en 
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HF, es decir de la condición de optimización local por un 
paso según el esquema de tros capas. 

Resolvoremos este problema bajo la única suposición 
sobre la dofinición positiva del operador DB-*4. Para esto 
pasaremos a la ccuación para el error equivalente zi =— 
=: DP: 


Tr — Wh+a (E *> Th +16) Tp + (1 == An +1) Phys 


C=D'PBAD=, (6) 
Para reducir los cálculos introduzcamos las notaciones 

dl — Apgar Ry Ta Ad (7) 
y volvamos a escribir (6) en la forma siguiente: 

Pay = Ep — Q (Y — Xp -1) — dbCx5. (8) 


E? problema se plantea así: elegir e y b de la condición de: 
mínimo de la norma de 2,41 en £f. Calculemos la norma de 
Ln41- De (S) obtenemos 


lepqa JE = Pl ra (EA a ll — a IE + 0 llCarg 1 — 
—2a (En, Ly — En -1) — 2b (Exp, Lx) En 2ab (Ex, Lp — Ep 1) 


Igualando a cero las derivadas parciales según «a y b, 
obtendremos un sislema con respecto a los parámelros «€ y b 


| Lp — Ep -] [P a + (xy, Ly — Zr-1) b = (Eno Sh — Ln 1)» 


(Czxz, En — Eh -1) a+ [| Cx5 ($ b= (CLg, L1). (9) 


El determinante del sistema es igual a || 2, — 25 -1 112 x 
X | Exp 1P— (Exp, Y — 2)" y en virtud de la desigual- 
dad de Cauchy —l3nni i se anula solamente entonces,. 
cuando 2, — 2 - €s proporcionala Cxp 2 — th = dCxp 
En este caso las ecuaciones del sistema son proporcionales, 
y el mismo se reduce a Ja ecuación 


(hb + ad) | Ex, 14 = (Exp. Ta). (10) 


Como con esto (8) tiene la forma 2441 = 4 — (b + ad) Cxp, 
entonces, poniendo a = 0 en (10), obtendremos de (7) y (10) 


(Cam, 25) 
Ant =1, Ve Ea Ca (11). 
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Sí el determinante no es igual a cero, entonces, resolviendo 

el sistema (9) oblendremas 

PCxp 11? (ej, rro Th) (Cin, 16) (CIR, Th — Th) 
lar — pm 1811 Corr PP (Cp, hi — 2) 


e (Cp, tp) us (Crp, Y. 1) 
pi (CIp, Cp) (aa (Cxp, Cxh) 


—a 


7 


De aquí, utilizando las notaciones (7), hallaremos las fórmu- 
las para los parámetros %iy1 Y Tr+rl 


(Ch, TER IRA) (CTA, Chad — hm TR— Lp) (CTA, CIp) 


Pta TC, CN) (o a) (EZ A Po? 
(12) 

a e (Exp. zh) 1—p41 (C%p, Ch-1) hk=1, 9 

did (Crk. Cup) " AR  (Cxp, Cxp) * pn 


Las fórmulas (14) obtenidas anteriormente pueden consi- 
derarse como un caso parbicular de las fórmulas generales 
(12), poniendo 22, = 1, si el denominador en la expresión 
para %,+, se anula. 

Las fórmulas (12) son más complejas que las fórmulas 
para los parámetros 2,41 Y Try del método de las direcciones 
conjugadas, obtenidas en el $ 3. Aquí es necesario calcular 
productos escalares complementarios. Sin embargo, el proceso 
iterativo (5), (12) construido aquí es menos propenso a la 
influencia de Jos errores de redondeo, los errores admitidos 
en los pasos anteriores se exbinguen. 

La relación entre Jos métodos de tres capas loealmente 
óptimos y los métodos de las direcciones conjugadas la esta- 
blece el siguiente teorema. 

TEOREMA 3. Si para el método (5), (12) la aproximación 
inicial y, se elige de la manera siguiente: 

By, =(B—TUA) Yo + TÍ, 11= a 


0, 9) ? 


(13) 


entonces en el caso del operador autoconjugado DB-1A este 
método coincide con el método de las direcciones conjugadas. 

Realizaremos la demostración por inducción. De la 
condición del teorema se sigue que las aproximaciones y; 
obtenidas aquí y en el mélodo de las direcciones conjugadas, 
coinciden. Supongamos que coinciden las aproximaciones 
Yro Yer + +.» Yn- Demostremos que ya +, construido según Jas 
fórmulas (5), (12), coincide con la aproximación y;,4, del 
método de las direcciones conjugadas. 
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De las suposiciones hechas se deduce que los parámetros 
iterativos Ti, Tas » + «+» Th Y %zs Agr... Ap lambién coln- 
ciden. Si mostramos que coinciden además los parámelros 
Tari Y gy en estos mélodos, entonces Ja afirmación del 
teorema 3 estará demostrada. 

Puesto que Yj, Yo: » - -» Y. Son las aproximaciones ilera- 
tivas del método de Jas direcciones conjugadas, entonces en 
virtud del lema son cumplidas las condiciones 


(Czxy, 2) = 0, =U0, ¿ a ¿E—A,¿= Í, 2, a fe. (14) 


Sustiluyendo (14) con =k—1o0i= leen (12) y utilizando 
la autoconjugación del operador €, obtendremos 


(This ER m1) (Cp, Cp) ol Ea (Cin, Tn) 
(Cap, 22] Cop 2 — ta PP? A (Cr, Cp) 


(15) 


Así, los parámetros T,+, del mélodo Jocalmente óptimo y 
del método de las direcciones conjugadas coinciden. Queda 
por mostrar que coinciden Jos parámetros %y +1- 

De (6) y (13) obtendremos 


r+: A 


dee 


Ly Epa = (4) — 1) (Lg -1 — En -1) =% Ap THEL y 11 
k=2, 38, (46) 


De (16) se desprende que la diferencia 2, — £g-/ €S una 
combinación lineal de Cx,, Ctj, +. ., CXp-1 y tiene ln forma 
siguiente: 

h-2 
3 
Ey — Epa | — Ap TAC Zp 1 2) BjCx,, k>2, 
i=y 
(17) 
de y — Lo = —T¡CZg, 
donde los coeficientes f, se expresan mediante T,, Ta, ++. > 
nas Ti Y A Ags +» +, Lg 3: Moltbipticando escalarmente 
los miembros primero y segundo de (17) por X4-1 Y y — Ln -1 
y teniendo en cuenta (14), oblendremos 


(Ur 12 Ly — Xn -1) —= —OQOUp Tr (Czr -1: Tr), 
(18) 


Na — Laa HE = 2 Tp (Cp En -1)- 
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'Sustituyendo (18) en la expresión (15) para 2,41 y teniendo 
¿en cuenta la fórmula para el parámetro 7,41, Obtenemos 
AT (Ch Th-1) (Cop, Cp) E 
AaTn (Ctpm1, En) (Exp, Cop) —(Czp, xn)? 
= (1 en Tier (Ez, Th) 1 y” 
Tr (CIkos, Th-1) Up á 

lo que coincide con la fórmula para el parámetro +, en 
el método de las direcciones conjugadas. El teorema está 
demostrado. 

Sustituyendo x, = D'Pz, y € = DP (DBA) D-"P en 
(12), obtenemos el siguiente tipo de fórmulas para los pará- 
mebros A+] Y Tr+1! 


(DWr, 2k—-3h.1) (Dr, 2-1) —(D2lk1. Yh—Yh-) (Dj, Wa) 


iS e 


Ft (Pur, tr) (D (2h —Zh 1), Yin —Yh-=1) —(DW04p, 2h 2h)?  ? 
(19) 

as (Dieñ, 2h) l—Ury, (Dw4R, Zh-1) 

HH" (Dix, 109) Cri (Din, 0) 


Si introducimos las notaciones para los productos escala- 
res 


y = (Dir, 2p), b, = (Dior, 24. -1)» 5 
mm (D2zr, Y, — Yn-3), 
di = (02, 19 Y — Yn -1), Ep = (2107, 04), 
entonces las fórmulas (19) se vuelven a escribir en la forma 
an —0) dx, —dye 
ES re i dd Sl 


__ Gh l—Ohyr Ós ES 
Ugo = 4 E, 0, 4, o. 


Ani = ...3 a =1, 


Citemos las expresiones para 4, Di, Cps ln, y € para elec- 
ciones concretas del operador D: 
1D = 4, A = A*. 
lp = (107, rm, yA E (Ur, Fr -1), En = (Fa. Yn—Yn-1) + 
di == ras Un — Yn-ado  €n 77 (Al, 005). 
2) PD = AFA 
dy = (Alen, Pra), Dn = (Aten, Tr-o, 
En = (rr, Ph 7 Fr -1), 
dy SS (Pr 1 Ph — Pros), ly = (Aw,, ÁAwa). 
3) D =A*B-4, B=£B*. 
y = (At, 1), dy = (Ato,, 0, -1), 
Ch = (Dg, Th — Ph 1), 
de == (104 pr Ph =>" Pr 4). ly = (5-4 De, A10»). 
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$ 5. Aceleración de la convergencia 
de los métodos de dos capas 
en el caso autoconjugado 


Í. Algoritmo del proceso de aceleración. En el punto 5 
dol $ 4 fue establecido que en el caso del operador autocon- 
jugado DB-A los métodos gradientales de dos capas poseen 
la propiedad asintótica. La última se manifiesta en que para 
grandes números de iteraciones la velocidad de convergencia 
del método disminuye esencialmente en comparación conf el 
comienzo de las iteraciones. Fue también mostrado que para 
erandes números de ileraciones los errores examinados des- 
pués de una iteración, se hacen casi proporcionales. 

Utilizando esta propiedad, construiremos ahora un pro- 
ceso para acelerar la convergencia de los métodos gradienta- 
les de dos capas. 

Para resolver la ecuación 


du=j (1) 

examinaremos el método tHerativo gradiental de dos capas 
YR+1 7 Yh 

BR AY = 4, k=0, 41, ..., y € HH, (2) 


CT, 0, 4, o. 


Una — (Diop, 009) * 


(3) 


Sea el operador DB-1A autoconjugado en 77. Entonces 
el método iterativo posce la propiedad asintótica, y para un 
número de iteraciones A suficientemente grande tieno lugar 
la igualdad aproximada 


Zn+a 5 Pp, Zn >= Yp — U- (4) 


Examinemos primeramente el caso, cuando on (4) se 
cumple la igualdad estricta, es decir 2,42 == pz. Construya- 
mos por las aproximaciones ya halladas y, y Y, 49 Una Nueva 
aproximación por medio de la fórmula 


Y = UYn+a + (1 — 0) Ya, a = 141 — p?). (5) 
Para el error z = y — yu Obtendremos 


Z= Oluro + (1 — 0) 2. = (apt +1 — a) 2, = 
=l1 —a (1 — plz, = 0. 
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Por consiguiente, en caso de cumplirse estrictamente la igual- 
dad (4) la combinación lineal (5) de las aproximaciones ys 
Y Yr+2 da la solución exacta de la ecuación (1). 

Como fue señalado en el $ 1, el cumplimiento de la igual- 
dad exacta en (4) es un caso excepcional, el cual tiene lugar 
solamente para una aproximación inicial especial. En el 
caso general tiene lugar la igualdad aproximada (4), y los 
razonamientos realizados más arriba permiten confiar on que 
alguna combinación lineal de Y, y Y»n+9 dará una buena 
aproximación a la solución del problema inicial. 

Hallemos la mejor entre estas combinaciones lineales. 
Sean Yn: Yn+1 Y Yn+o aproximaciones iterativas, obtenidas 
por las fórmulas (2) y (3). Buscaremos una nueva aproxima- 
ción y mediante la fórmula 


Y = UYn+a T (1 — 0) Ya. (6) 


Pongamos el problema de elegir el parámetro a de manera 
tal que la norma del error z = y —u en £f ,, sea mínima. 

Primeramente, utilizando el esquema (2), eliminamos 
Yn+2 de (6). Obtondremos 


BYu+e = (B — Tr+24) Yn+r + Tnra Í 
y después de la sustitución de y, y, en (6) tendremos 
By = 0 (8 — Tr+a A) Yr+r + (l — 0) Byr + +. 
Í 


donde y, se encuentra por el esquema de dos capas 
BYr+s = (B — Tnr1A) Yun + Tarif. (5) 


Si consideramos que y, es la aproximación inicial dada, 
entonces el esquema (7), (8) coincide con el esquema del 
método de las direcciones conjugadas, al mismo tiempo los 
parámetros Ta+1 Y Tr+a coinciden con los respectivos pará- 
metros del método de las direcciones conjugadas. De la 
teoría de este método se deduce (punto 1,$ 4, la fórmula (3)), 
quo el valor óptimo dol parámetro a se determina por la 
fórmula 

1 
pis q— haz (Dir+1, Zh+1) (9) 
Tari  (Dión, za) 


De esta forma, el problema planteado sobre la mejor elec- 
ción del parámetro a está resuelto. Las fórmulas (6) y (9) 
determinan el procedimiento acelerador. 
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Notemos que para hallar y se puede utilizar no solamente 


la fórmula (6), sino calcular y por el siguiente osquema de 
dos capas: 


Byn+1 = (B — Ta+14) Yn T— Tr +rf, 
By =(B — Ta+o4) Yn+a + Trsof, 

donde Tr+1 Y Thy 2 SON las raíces de la ecuación 
7 — O (Tr+r + Tarda) TT ATT e = 0. 


En calidad de 7,1 se debe tomar la raíz mínima. 

El empleo de (10) en lugar de (6) permite no aumentar 
el volumen do información intermedia a recordar. 

2. Estimación de la efectividad. Examinemos ahora la 
efectividad del procedimiento de aceleración. Antes de 
calcular la norma del error 2 = y —u en H , transforme- 
mos la expresión (9) para a. 

El cambio 2, = D-WPx, en (9) da 


_ (4 _ Thoes (Ctrers Thga) Y 
de (1 Ths1  (Cxp, zh) ) 


C = DIPB-AD="R, (14) 
De (10) y (11) del $ 1 tenemos 
Crk, Th)? 
[jes 11 = Pata (Za llo PE 1% — E (12) 


De la fórmula (9) del $ 1 obtenemos 
(Crx, r1) 


Pet E (Op, Can) 25 
Utilizando (12) y (13) hallaremos 
z 
Treo (Corr, Tk+1) EA le 9 
Th+1 (Ex, Th) lp, a 


Sustituyendo esta expresión en (11), obtenemos 


2 
1—Ph+4 
241 Hr Pi+,2 


— 


(14) 
Calculemos ahora Ja norma del exror z =y —u en H p. 
De (6) obtenemos 

z= UZp42 + (1 — 0) 25. 


9. 431 


De aquí para el error equivalente 2, = Dig, y - = Dz 
tendremos <= 0Utr4g + (1 — 9) es. Cnlculemos la norma 
de x en HA. Obtenemos 


fx Pf =0? ll 2+z 1P + La (1 — 0) (Ertgr 21) (1 — a)? x 
Xx 1 xa 114. 


De la igualdad (Xi+9 24) = || 2441 ]]f demostrada en el 


punto y del $ 4 se deduce que 


| x 1? = a? Jl 2, 42 119 + 2a (1 — a) ll 21 +1 1? + 
+ (1 — a)? |] 2 11. 


Sustituyendo aquí la expresión (14) para a y utilizando (12), 
obtendremos 


2 2 
Pa+2 Py 
12 14= ————_——___—_—_—-. || Lp. 72 |? < || Zj.+o 11%. 
Ph+s 1—20 41 FR 1Ph4 2) 
(15) 
Ya que Pr Pn+ <p < 1, entonces 


1 — ZoñripiriPhe2 > (1 — pr, 


por consiguiente, para la norma de zx tiene lugar la estima- 


ción 
| z [Es < Pera —Á Il Th +2 ¡(4 
+! (1 0 e 


En virtud de la propiedad asintótica para los números ke 
suficientemente grandes tenomos P,+1 Y Pr+e, por eso el 
efecto del procedimiento acelerador será significativo. 

Señalemos que aunque una aceleración efectiva de la con- 
vergencia tiene lugar para grandes números de iteraciones d, 
este método también se puede utilizar para cualquier número 
de iteraciones. So recomienda de vez en cuando interrumpir 
el proceso de iteraciones realizado según ol csquema de dos 
capas (2), (3) y calcular la nueva aproximación por el proce- 
dimiento propuesto. El proceso de iteraciones puede termi- 
narse en el cálculo de tal aproximación, si para la aproxima- 
ción Y» 43 hallada se cumple la desigualdad 


2 2 
Pry2— Prat 2 
+1 (1 — ¿Ph +1 +Pi4 10442) 
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En efecto, en este caso obtendremos en virtud de (15) 
ly —ullo< e llyo — u lp es decir será alcanzada la 
exactitud exigida e. 

3. Ejemplo. Para ilustrar la efectividad del procedi- 
miento propuesto de aceleración de la convergencia de los 
métodos gradientales de dos capas examinaremos la solución 
del problema modelo por el método implícito del descenso 
inás rápido. En calidad de ejemplo tomaremos el problema 
de Dirichlet de diferencias para la ecuación de Laplace en 
la red cuadrada 0 = fx = (ih, jh), O0SI<N, 0<Sj< 
< N,h =41/N) en el cuadrado unidad 


Au = Aj + Ayju =0, 12€ 0, ul, =0, (16) 
Ayu =Uus,, a =1, 2. 
aro 


Introduzcamos el espacio HH que consisle de las funciones 
reliculares definidas sobre 6, con el producto escalar 


(u, o) u (2) 0 (x) h2. 


Definiremos el operador A de la forma siguiento: A = A, + 
+ Az, Ay = —Agt, YEH, donde v (zx) = y (2) para 
Eo y vly =0. 

Escribamos el problema (16) en forma de la ecuación 
operacional 


lu=f,  f=0. (17): 


En calidad de operador A eligiremos el siguiente operador 
jactorizado: B =(E + 0ADÍ(£ + 04,), 06 > 0, donde 0 
es un parámetro iterativo. 
Puesto que los operadores 4, y 4 son autoconjugados 
y conmutan en 47, entonces los operadores A y 2 son auto- 
conjugados en AH. Además, es fácil mostrar que los operado- 
res A y B son definidos positivos en H7. Por consiguiente, 
para resolver la ecuación (17) se puede utilizar el método 
implícito del descenso más rápido 
Vh+1— YR eN _ (WA, rp) 

a + Ay, =f, Tati = (Atvz, wa) * 

k=0, f, ... (18) 
En este método D = A y DB-"A = ARM. Como el opera- 
dor DB-"A es antoconjugado en ¿f, entonees para el método 
a examinar tieno lugar Ja propiedad asintótica. De la teoría . 
del método del descenso más rápido (el punto 1 del $ 2). 
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se sigue que la velocidad de convorgencia del método en cl 
caso dado está determinada por la relación E = y,fy,, donde 
y, y y. son las constanles de equivalencia energética de los 
operadores 4 y B: YB < AS YB, y > 0. 

Por lo tanto el parámetro iterativo (wm se elige de la con- 
dición de maximalidad de E. Enel $ 2 del cap. XI será mos- 
trado que el valor óptimo ( se determina por la fórmula 


1 4 q0n A 
= 7: 0=>37 sen? 5, By= p3 cos 5 
con esto 
NN OS +? A * 


Para el ejemplo a examinar 


e 3 _ 2 senénk _ 4  senah 
OTE A+ sen sh ? Ve. TF sonah ? 
¿ = sen 1/4. 


Citemos los resultados de los cálculos, cuando la aproxi- 
mación inicial yy se eligió igual a y, (1) =e:-%3) para 


x€ 0, Yoly == 0. La exactitud exigida £ se tomó igual a 
10, YN = 40. 


En la tabla $ para algunos números de iteraciones k se 
dan: 112, Jlo/1l Zo lp — exactitud relativa de la k-ésima ite- 


Tabla 8 


— heallo/lizallo | pa 


1 3,6-10-2 — — 5,392-40-3 
YA 2,3-10-3 0,63810 | 77,31858 |236,1883 | 7,809-10-3 
3 1,8- 10-12 0,76998 | 40,59796 | 232,1435 | 6,911-1073 
4 4,4-10-1 0,81178 | 26,87824 |233,4976 | 8,644.1073 


A A A A E A A A 


0,36203 


26 3,9- 18,27141 |230,5962 | 8,876.10-3 
27 3,4-10-3 | 0,85178 | 18,26983 |230,6607 | 7,338.10-3 
28 2,9-10-2 | 0,85183 | 18,27026 |230,7191 | 8,872-10-3 
29 2,4:10-3  |0,85186 | 48,26895 | 230,7771 | 7,335.10-3 
86 1,610 — | 0,85226 | 48,26677 |231,4124 | 8,845-10-2 
47 1,4.140- — | 0,85227 | 18,26632 |231,4375 | 7,318-10"3 
48 4,2104 — | 0,85229 | 18,26664 |231,4612 | 8,843.10-5 
49 9,9-10- | 0,85230 | 18,26623 |231,4849 | 7,317.10-3 


ración, 0h =|12x | 9/12 Up es la magnitud que caracteriza 
la disminución de Ja norma «del error al pasar de la (£ — 1)- 
ésima iteración a la k-ésima, y y y son las aproxima- 
ciones para Y; y Ya, las cuales se encuentran como las raíces 
de la ecuación cuadrática 


(1 => Try) (1 — Ty -1v) => PROA -1> kt = 2, 3, .. . .y 


y los parámotros iterativos T,. 

La exactitud prefijada e fue alcanzada después de ser 
eumplidas 49 iteraciones según el esquema (18). Para y — 
= 10-* el número teórico de iteraciones es igual a 59. Los 
valores citados en la tabla para p, ilustran bien la propiedad 
asintótica del método. Se ve, que con el crecimiento del 
número de iteraciones ocurre una disminución de la velo- 
cidad de convergencia del método. La exactitud 4-10-3 fue 
alcanzada lras 26 iteraciones y en el aumento de la exactitud 
aún en 40 veces se exigió realizar complementariamente 
23 iteraciones. La magnitud p, crece monótonamente y para. 
k = 26 tenemos Pay — Pm 23:10. Los parámetros ito- 
rativos T, Y Tr+g Se hacen casi iguales. 

Para comparar los valores aproximados y? y y82 con. 
los exactos citemos a y; y Ya! 


y = 18,26556, — y = 232,8036. 


Después de efectuar las 49 iteraciones y, fue hallado con una 
exactitud del 0,004%, y y, con una exactitud del 0,6%. 

Para acelerar Ja convergencia del método fue aplicado 
el procedimiento de aceleración descrito en el punto 4. 
Por las aproximaciones Y»s Y Y2a, halladas según el esquema 
(18), mediante las fórmulas (6) y (9) fue construida una nueva 
aproximación y. La exactitud dada e = 10-* fue alcanzada: 
La aplicación del método de aceleración de la convergencia 
de los métodos gradientales do dos capas construido en este 
párrafo, permitió disminuir el número de iteraciones exigi- 
das para el ejemplo examinado cn 1,8 veces aproximada- 
mente. 


Capítulo 
IX 


Métodos iterativos 
triangulares 


En este capítulo se estudian los métodos iterativos implícitos de 
dos capas, en los cuales al operador 2 le corresponden matrices trian- 
gulares. En el $ 1 se examina el método de Seidel, para el cual se for- 
mulan las condiciones suficientes de convergencia. En el $ 2 se inves- 
tipa el método de relajación superior, Aquí se da la elección del pará- 
metro iterativo y se obtiene la cstimación para el radio ospectral del 
operador de transición. En el $ 3 es examinado el esquema iterativo 
general de los métodos triangulares, está indicada la elección del 
parámetro iterativo y demostrada la convergencia del método en la 
norma de A,. 


S 1. Método de Seidel 


1. Esquema iterativo del método. En los capítulos ante- 
riores fue expuesta la icoría de los métodos iterativos de dos 
y tros capas, aplicados para encontrar una solución apro- 
ximada de la ecuación operacional lineal de primer género 


Au = [. (1) 


Esta teoría indica la elección de Jos parámetros iferalivos 
y da la estimación para el número de iteraciones de los co- 
rrespondientes métodos, al mismo tiempo la teoría utiliza 
el mínimo de información de carácter general con respecto 
a los operadores del esquema iterativo. Al renunciar el estu- 
dio de la estructura concreta de los operadores del esquema 
iterativo permite desarrollar la teoría desde un único punto 
de vista y construir metodos iterativos implícitos, optimales 
en la clase de los operadores AH. 

Fin la teoría general de los métodos jterativos fue mostra- 
do que la efectividad de un método depende de manera esen- 
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cial de la elección del operador B. De la elección del opera- 
dor 4 dependen tanto el número de ¡teraciones que es nece- 
sario cumplir para alcanzar una exactitud dada e, como el 
número de operaciones aritméticas, requeridas para realizar 
un paso iterativo. Cada una de estas magnitudes por separado 
19 puede servir como criterio de la efectividad do un método 
iterativo. Aclaremos esta afirmación. Sean los operadores A 
y B autoconjugados y definidos positivos en H. De la teoría 
de los métodos iterativos se deduce que si en calidad de ope- 
rador 2 se toma uno de Jos operadores A, 3 o AB-A, enton- 
ces el número de iteraciones para Jos métodos iterativos exa- 
minados en Jos cap. VE-VUI (de Chebishey, de iteración 
simplo, de los métodos de tipo variacional, ele.) se determina 


Y BZ AS YB. 


Por eso, si elegimos B = A, entonces obtendremos el va: 
lor máximo posible E =: 4, y Jos métodos iterativos darán 
la solución exacta de la ecuación (1) por una ¡iteración para 
cualquier aproximación inicial. Por consiguiente, la elección 
indicada del operador Á£2 minimiza e] número de iteraciones. 
Sin embargo para realizar este único paso iterativo se exige 
invertir el operador B, es decir el operador 4. Es evidente, 
que para esto el número de operaciones aritméticas será má- 
ximo. 

Por otra parto, para los esquemas explícitos con B = £ 
se exige un número mínimo de operaciones aritméticas en 
una iteración, pero el número de ileraciones se hace dema- 
siado grande. 

De esta forma, aparece el problema de la elección óptima 
del operador B de la condición de minimizar el volumen 
total de trabajo computacional, el cual debe ser cumplido 
para obtener la solución con una exactitud dada. 

Es natural, que en tal planteamiento general este proble- 
ma no puede ser resuelto. En Ja actualidad el desarrollo de 
los métodos iterativos va por e] camino de la construcción 
de operadores /3 fácilmente inversibles, entre Jos cuales se 
oligen los operadores con la mejor relación y,fy,. A los ope» 
'adores fácilmente inversibles o económicos usualmente se 
relacionan aquellos operadores, cuya inversión se realiza en 
un número de operaciones aritméticas, proporcional o casi, 
proporcional al número de incógnitas. Ejemplos de talos 
operadores son los operadores, a los cuales Jes corresponden 
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mábrices diagonales, tridiagonales y triangulares, y también 
sus productos. En calidad de un ejemplo más complejo cite- 
mos el operador de Laplace de diferencias en rectángulo, el 
cual, como fue mostrado en el capítulo IV, se puedo inverlir 
con métodos directos con un pequeño gasto de operaciones 
aritméticas. 

Se debe señalar que la utilización en calidad de operador 
B de operadores diagonales permite disminuir el número 
de ¡iteraciones en comparación con el caso de un esquema 
iterativo explícito. Sin embargo, el orden asintótico de la 
dependencia del número de iteraciones del número de in- 
cógnitas del problema se mantiene igual que para un esque- 
ma explícito. Una dirección más perspectiva es la utiliza- 
ción de operadores A triangulares. 

En este capítulo y en el capítulo X serán examinados los 
métodos iterativos implícitos de dos capas universales, en 
los cuales al operador B le corresponden matrices triangula- 
res (métodos triangulares) o productos de matrices lriangu- 
lares (mélodo alternativo-triangular). 

Comenzaremos el examen de estos métodos por el más 
simple —el método de Seidel. 

Examinemos el sistema «le ecuaciones algebraicas linca- 
les (1) o en forma dotallada 


M 
2 App = 11, i=1, 2, ..., M. 


En este caso nosotros nos ocupamos de la ecuación (1) 
prefijada en el espacio de dimensión fínila 11 = Fx. 

Bajo la suposición de que los elementos diagonales de 
la matriz A — (a;;)) son diferentes de cero (a; +0), el 
método iterativo de Seidel so escribe en la forina siguiente: 


í M 
2) ayy pal ayi —fÍ. 
i=l, di Ms (2) 


donde yW es la j-ésima componente de la aproximación 
¡iterativa de número k. En calidad de aproximación inicial 
se elige un vector arbitrario. 

Comenzamos la determinación de la (4 + 1)-ésima itera- 
ción desde ¿ -- 41: 


M 
A Y APA 
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Ya que 4, + 0, entonces de aquí hallaremos y4+D0. Para 
¡ = 2 obtendremos 


M 
ayy +1) = —4a y + 0 22 y + fa. 


Sean ya hallados yf*+9, y+D, .,., yg140. Entonces y+1 
se encuentra de la ecuación 


1 M 
ayy = = 4 ta ayan +f;. (3) 


De la fórmula (3) so ve, que cl algoritmo del mélodo de Seidel 


es oxtraordinariamente simple. El valor y**9 hallado por 
la fórmula (3) se sitúa en el lugar de yf”. 

Estimemos el número de operaciones aritmóticas que sé 
exige para la realización de un paso iteralivo. Si todos los 
a;¿ no son iguales a cero, entonces los cálculos según la 
fórmula (3) exigen 4f — 1 operaciones de adición, M— 4 
operaciones de multiplicación y una división. Por eso la 
realización de un paso iterativo so lleva a efecto en 214? — M 
operaciones aritméticas. 

Si en cada fila de la matriz A son diferentes de cero Úúni- 
camente m clementos, y precisamente esta situación tícne 
lugar para las ecuaciones elípticas reticulares, entonces 
en la realización de un paso itorativo se exigen 2m17 — M 
operaciones, o sea, el número de operaciones es proporcional 
al número de incógnitas 1. 

Escribamos ahora el método iterativo de Seidel (2) en 
forma matricial. Para eso representemos la matriz 4 en 
forma de la suma de una matriz diagonal, una triangula;y 
inferiormente y una triangular superiormente | 


A =D F+LA+HU, (4) 
donde 
0 
2 O 0 


+ 


Gm Uma --- Un may O 
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0 Zo Tis ..t dim 


O da ... Gm 


> o 


U = o, j 
O amum 
0 0 
iy 0 
To 
Y — 
0 Uam M 


Designemos mediante y, —(y%, y, ..., y) el vector 
de la k-ésima aproximación iterativa. 

- Ubilizando eslas notaciones, escribamos el método de 
Setdel en la forma 


(2 a L) Yi+1 EN UY, E fio 0, Í, 506 


Redujamos este esquema ¡lerativo a la forma canónica de 
los esquemas do dos capas 


(2 Ale £) (Yn+r — Yan) Sh AY == f, ke == 0, 1, ... 
cr Y EH. (5) 
Comparando (5) con la forma canónica 


BRE 4 Ayo =1» k=0, 41, ..., yo EH. 
encontramos, que B == LD + £, ti=1. El esquema (5) 
es implícito, el operador fí es una matriz triangular y, por 
lo tanto, es autoconjugado en f/f. 

Ilemos examinado el así llamado método de Seidel pun- 
tual o escalar, suponiendo, que los elementos a,, de la ma- 
triz Á son números. Análogamenle se construye el método 
de Seídel por bloques o vectorial para el caso, cuando 2 
es una matriz cuadrada, en general, de diferente dimensión, 
y a; para il ¿son las matrices rectangulares. En este caso 
Y; y f son los vectores, cuya dimensión corresponde a la di- 
mensión de la matriz a;;. 

En la suposición de no degeneración de Jas matrices a; 
e] método de bloques de Seidol se escribe en la forma (2) o en 
la forma canónica (5), 
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2. Ejemplos de aplicación del método. Examinemos la 
aplicación dol método de Seidel para encontrar una solución 
aproximada del problema de Dirichlet de diferencias para la 
ecuación de Poisson y para una ecuación elíptica con coefi- 
cientes variables en un rectángulo. 

Supongamos que sobre la red rectangular 0 = (x;; = 
e (iP, ihto) EG, (¡E Í<Á Ni, 0S <= Na, Bo = LAN as 
a = A, 2), introducida en el rectángulo G= (0< 21.< lo, 
a = 1, 2), se exige hallar la solución del problema de Dirich- 
let de diferencias para la ecuación de Poisson 


Ay = > Y- = —Q (2), Em, y(k)=g (2), Ey, (6) 


a=1 “yo 
donde 


y = ([x¡¡€ ly es la frontera de la red 0. 


En este ejemplo las incógnitas son y (t, j) = y (x;j) en 
los nodos interiores de la red. Si ordenamos las incógnitas 
de manera natural por las filas de la red w, comenzando por 
la fila inferior, entonces el esquema en diferencias (6) pue- 
de ser escrito en la forma del siguiente sistema de ecuacionos 
algebraicas: 


— yd, Du 104 (+ 3)1 6 
A 


para ¿i=1, 2, ¡Nat j=14,2%4...,Na—l y 
y (1) = g (x) para. z 6 y. Con esto las incógnitas y (i — e j) 
: y (i, j — 1) preceden a y (¿, j), mientras que y (i + 1, 7) 
y y (t, j +1) siguen después de y (í, 7). Ya que en cada 
ecuación están relacionadas no más de cinco incógnitas, 
entonces en cada fila de la matriz A son diferentes de cero 
no más de cinco elementos. 
Para el sistema examinado el método puntual de Seidel 
tendrá la forma siguiente: 


(A+) ne D=+ Ynr (¿—1, ++ y Yun A 


Xx, ¡=0+>37 Y (it, hn il j), 
1<i<N,¡—1, 1<j<N¿—1, 
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al mismo tiempo y, (1) = £ (2), x € y para cualquier k> 0. 

Los cálculos se comienzan por el punto i =14,j=141 y 
se continúan o bien por las filas, o por las columnas de la 
red o. Para encontrar Yp+1 (2, 7) se exigen Y operaciones 
aritméticas y en total para realizar un paso iterativo se 
exigen 7 M operaciones, donde M = (N, — 4) (Vy — 1) 
es el número de incógnilas en el problema. 

Para el ejemplo examinado el operador B en el espacio 
de dimensión finita Ef de las funciones reticulares, definidas 


sobre w, con el producto escalar (u, v) = > u (2) uv (2) hh, 
xEOD 


u, v € Hi se define de la siguiente forma: 


By=(D + L) y = Ft) v0 D—+ y 61, j)— 


2 
Ls , 1 ENS .S 
= 


9 a 9 ó 
donde y EH, yEH y yl) = y (2) para z€w. Aquí ¿7 
es el conjunto de las funciones reticulares definidas sobro w 
y que se anulan sobre y. 
Examinemos ahora el método de bloques de Seidel. Si 
designamos mediante Y,=(y(t, ), y (Q, ), ... 
n=... Y (N, — 1, 7)) el vector que consiste de las incógnitas 
en la fila f de la red, entonces, como fue mostrado en el $ 1 
del cap. I, el problema de diferencias (6) puede ser escrito 
en la forma del sistema tripuntual de ecuaciones vectoriales: 


E A A A A PA A A 
Y, =F. Yi = Fr 


donde € es una matriz cuadrada tridiagonal de dimensión 
(N, — 1) (1, — 1) definida de la siguiente forma: 


(CY )i=(2y — haya dig» Vos = Y pe 3 = 0. 
Los miembros derechos F; se determinan por las fórmulas 
2 y y 43 A y3 ? 
F,= (204, 1) +7 (0, 1), Ra (2, 3), ... 
: ha ; 
200 IPIN—2, Y), PI, DE REN 9) 


142 


para F=Ll as No 
F,=(8(0, 7), 82,3)... 2 (Ni — 1), 5) para 
j=0, No 
El método de bloques de Seidel para el sistema (7) 
tiene la forma 
CAP YA VR pp j=1, 2, 0... Na 1, 
YI =Fo, Yi¿=Frgr =0, l, ..., 


(8) 


y para encontrar YyF+% se oxige invertir la matriz Lridiago- 
nal C. 

Si anotamos el esquema (8) por los puntos de Ja red, en- 
tonces obtendremos las fórmulas siguientes: 


—+p Yan li, DA (+3) Y poes Li, DF U+1, = 


4 a 1 o o 
=7p Yi (E, ¡2 D+ 3 Ya li, IED A- Ol, 7), (9) 
1<i<N,—1, 1<j<N¿—1, 


al mismo tiempo ya (1) = £ (2), x € y para cualquier >> 0. 
Para encontrar Y,41 en la j-ésima fila es necesario resolver 
el problema de contorno tripuntual (9) del segundo miembro 
conocido, por ejemplo por el método de factorización, y 
situar la solución obtenida en el lugar de y, en la j-ésima 
fila. 

Al método de bloques de Seidel le corresponde cl siguien- 
te operador £3: 


4 0 4 0 o o 
By =7g Y TY TY Y EH Y Ed. 
Supongamos ahora que sobre la red o hay que hallar la 


solución del problema de Dirichlet de diferencias para la 
ecuación elíptica con coeficientes variables 


2 
Ay = 2 (2, (2) Ya da 7 Y = —Q (2), 20, y (1)= 


=8g(x), zEy, (10) 
<a ta (E y 2Eo, 4=1,2, 0<d<d(< 
< da, TEO. 
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Para el problema a examinar bajo el ordenamiento de las 
incógnitas por las filas de la red el método puntual de Seidel 
tendrá la forma siguiente: 


E (t-H1, a (1, 1 y La li, a 47) di 


+8 (e, 5) Yue li, pot y, (4, HA 
+ a (da ¡0 A y, (64, + 
IS AUN) 


para ¿=4,2,...,N,_—1yj=1,2,..., N,—1l, al 
mismo tiempo Ya (2) = € (1) conré€ y para cualquier 

k>0. 
El operador B en la forma canónica del esquema itera- 
tivo para el ejemplo dado se define de la siguiente lorma: 


By (z,)= (1 aa, Du, + 
q + A yEH, yEH, 


o 

donde el espacio 4 y el conjunto ¿7 están definidos más 
arriba. 
3. Condiciones de convergencia suficientes. Formulemos 
ahora algunas condiciones de convergencia suficientes del 
método de Seidel. Nosotros necesitaremos el siguiente 

TEOREMA 1. Sea el operador A en la ecuación (1) autocon- 
jugado y definido positivo en H. Entonces el proceso iterativo de 
dos capas 


pl ayy = $, d=0, 4, 0.0 06H, >O, (41) 


converge en H si el operador B — 0,57 A es definido positivo 
en H, es decir, está cumplida la condición 


B> 54. (12) 


En realidad, de (11) obtenemos para el error 2, «= Yyp — U 
el siguiente problema: 


BRA Ar =0, d=0, l, ..., o =Yo—U. (13) 
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Establezcamos para z, una identidad energótica funda- 


mental. Pongamos en (13) 2, en la forma DS (Zu + 
+ Za) — + (Pu) y obtendremos 


mo 1 
(B 5 4) 2445 4 (ta + 21) =0. 


Multipliquemos Jos miembros primero y segundo de esta 
igualdad escalarmente por 2 (2441 — 24) y tengamos en 
cnenta que el operador autoconjugado A tiene lugar la igual- 
dad (A (2.+1 + 212)» 2441 — 21) = (AZ +1, 27 41) — (AZp, 32)- 
Como resultado obtendremos la identidad energética fun- 
damental 


Hr ((2 => A) 2417 2h ¿R41 2h )+ 


T ] T 
+11 2241 Ja — 112, Ia =0-. 


De aquí y de las desigualdades £ — 0,574 >0, T7>>0 ge 
infiere, que ll 2za+1 Wa < |] Za ll 4, es decir Ja sucesión 
(1 Zn 114) no crece, está acotada inferiormente por cero 
y es convergente. Entonces do la identidad energética se 
stguo que 


AS o 2h391— 2h 2h41— 2 A PA 
lím ((8 422, 22) 0. en 


Después, de la desigualdad B--—0,5rA>>0 se infiere que 
[| 24.41 —2n I] 0 cuando k-—>o0., Observando de (13) que 
1 


A* 2 =— AB (2n+i—2a)/7, obtendremos ]|2, 14 =< [| 47 |] 
118 171) 2444 — 22 112/20 para k=> 00, 

Formulemos una condición suficiente de convergencia del 
método de Seidel. 

TEOREMA 2, Si el operador Á es autoconjugado y definido 
positivo en H, entonces el método de Seidel (4), (5) converge 
en H a. 

len efecto, de (5) y del Leorema 1 se deduce que es sufi- 
ciente comprobar la desigualdad Z + L —0,54 > 0. 
Ya que Á = A*, entonces en (4) tenemos Y = £* y 


(LD + £L 054) 5, 2) =05 (3 +4 £L—U)x, a) = 
= 0,0 (Lx, 2). 
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Como A es un operador definido positivo, entoncos para el 
método de Seidel puntual tenemos a;¿>>0, 1<i< M, 
y para el método de bloques de Seidel las matrices a,, = 
= a4 > 0. Por consiguiente, Y = D* > 0, De esta forma 
G-+L—054 >0. 

Citemos sin demostración otra condición de convergencia 
del método de Seidel. 

TEOREMA 3. Si el operador Á es autoconjugado y no dege- 
nerado, y todos los a;;>>0, entonces el método de Seidel con- 
verge para toda aproximación inicial cuando y sólo cuando A 
es un operador definido positivo. 

Para estimar la velocidad de convergencia del método 
de Seidel se utilizan suposiciones de distinto género. 

Por ejemplo, si se cumple la condición 


2 lay, <qle,¡l, ¿=1, 2, ..., M, q<1, (15) 


entonces el método de Seidel converge con la velocidad de 
una progresión geométrica con denominador q, y para el 
error z, tiene lugar la estimación liz, |< q” |12, Il, donde 


2 ll= máx lyimM—u,l. 
ln I= máx [y" ul 


En efecto, de (3) obtenemos para el error z(% = yf" 
la ecuación homogénea 


i-1 M 
pal R As 
a 24tD0= — 2 ag ót0—Á 2 a. 
=1 I=i+4 1 


De aquí hallaremos 


E 


pro < Y 3 la a 


Ez ll (16) 


<3 2 


De ne obtenemos 


a13 
3 pas 


e 


j=1 
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Sustituyendo esta estimación en (16), obtendremos la si- 
guiente desigualdad: 


Iza] < y 
j=1 


ll 2x+ M4 9 (1 — Y 
J=1 


213 
an 


) Mz, 11. 
(17) 
Supongamos que el máx |2(*+1] se alcanza para algún 


¡=i, asi que || za+, |=]4+91. De (17) para ¿=:¿, ob- 


44) 
att 


tenemos 
ty-1 ES to—-1 A 
103 10) ; 
(1-32) (1- 31 DIE 
jet | toto j=i |! *oto 


de aquí se deduce la estimación Hz. l<qUz ll... 
q llz, 1]. La afirmación está demostrada. 

La condición (19) significa, que Á es una matriz con 
predominancia diagonal. Para los ejemplos de aplicación del 
método de Seidel examinados en el punto 2 no se cumple 
la condición (15) (q = 1). En estos ejemplos el operador A 
es autoconjugado y definido positivo en ff. Por eso en 
virtud del teorema 2 se puede solamente afirmar que el método 
converge en Ha. La estimación de la velocidad de conver- 
gencia en 17, será dado más abajo después del cxamon del 
esquema general de los métodos iterativos triangulares. 


$ 2. Método de relajación superior 

1. Esquema iterativo. Condiciones de convergencia sufi- 
cientes. Para acelerar la eonvergencia del método do Seidel 
éste so modifica, introduciendo en el esquema iterativo un 
parámetro iterativo w, de manera tal que 


(D + o0L) 28 7 Ay =f, k=0, 4, ..., 99€ H, (1) 


donde, como antes, la matriz A está representada en forma 
de la suma 


A=3 +L- 0. 
El método de Seidel corresponde al valor ww = 1. 
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Comparando (4) con el tipo canónico de los csquemas 
iterativos de dos capas, encontranos que 


B=zSBt+0£L, 71=0. 


Como para el método de Seidel, para el método a examinar 
al operaclor 13 le corresponde una matriz triangular inforior, 
así que la introducción del parámetro w no nos saca de la 
clase de los métodos iterativos triangulares. La pregunta 
sobre la elección del parámetro w es nueva. 

Si anotamos el esquema iterativo (1) según las compo- 
nentes del vector Y, +, ontonces obtendremos las fórmulas 
siguientes: 

41 
ay (10) a — 02 ayan — 


M 
E ¿y (R) 
o 4 a yt of () 


para ¿=4,2,..., M (el y +2 hallado se sitúa en el lu- 


gar de yf”). La realización de un paso iterativo se lleva a efec- 
to aproximadamente con Jos mismos gastos de operaciones 
aritméticas que en e] método de Seidel. 

121 método iterativo (1) para 6 > 1 es llamado método 
de relajación superior, para w == 4 —método de relaja- 
ción completa y para 0 < 1 — método de relajación infertor. 

En el $ 1 fue mostrado que el método de Seidel converge 
en 4, para el caso de un operador A autoconjugado y deo- 
finido positivo, Para la convergencia del método de relaja- 
ción, además de estas exigencias, se exige una condición 
complementaria sobre el parámetro ilerativo (w. Formule- 
mos las condiciones de convergencia suficientes del método 
de relajación. 

TEOREMA 4. Se el operador Á es autoconjugado y definido 
positivo en FF, y el parámetro w satisface la condición 0 < 
< w<2, entonces el método de relajación (1) converge en 
Ta. 

En efecto, dol teorema 4 se desprende que es suficiente 
comprobar la desigualdad WD + 0£>0,5004 para 0 > 0, 
Puesto que Á = A* >0, enbonces el operador LD es auto- 
conjugado y definido positivo en A y U = £%*, Por eso, 
utilizando la igualdad (14) del $ 1, obtenemos 


(D - ob) zx, 7 => (1 —0/50) (Lx, 2) +- 0,00 (SD + 
+ 2) 2, 2) = (1 — 0,50) (Dz, x) + 0,50 (Az, 2). 
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Para o < 2 de aquí se doduce la afirmación del teorema. 

OBSERVACION. Jl teorema 4 os válido tanto para el méto- 
do puntual de relajación, cuando en (3) los a;y son los núrme- 
ros, como para el método de relajación do bloques o vectorial, 
cuando en (3) los a;, son las matrices de la dimensión corres- 
pondiente. 

2. Plantcamiento del problema sobre la elección del pa- 
rámetro iterativo. Jl teorema 4 da condiciones de conver- 
gencia suficientes del niétodo de relajación, dejando abierta 
la pregunta sobre la elección óptima del parámetro «w. La 
singularidad del proceso ilerativo a examinar consiste en que 
el parámetro iterativo w0 entra en el operador B = LZ + uL£, 
el cual es un operador autoconjugado en FF. Con el caso no 
autoconjugado nosoblros ya tuvimos que ver en el $ 4 del 
cap. VI, dondo fue examinado el método de iteración simple, 
para el cual el parámetro iterativo se eligió de diferentes 
condiciones, por ejemplo de la condición de mínimo de la 
norma del operador de transición de una iteración a otra. 
Aquí es necesario tener en cuenta la singularidad indicada 
más arriba del esquema iterativo. La elección del parámetro 
w do la condición de mínimo de la norma en Y, del ope- 
rador de transición de una ileración a otra será hecha en el 
$ 3 de este capítulo, donde será examinado el esquema 
general de los métodos iterativos triangulares. En este 
punto el parámeLro Vw para el método de relajación se eligirá 
de la condición de mínimo del radio espectral del operador de 
transición de una iteración a otra. 

Recordemos la definición del radio espectral de un ope- 
rador 


p(S=lím 15" [| IS" <= máx 2), (4) 


n >00 


donde 2, son los valores propios del operador S. El radio 
espectral posee las siguientes propiedades: 


p(S%) =p (5), p(iSI< IIS || (5) 


y 0 ($) =I| S ll, si S es un operador autoconjugado en A. 
Do (5) para un operador arbitrario $ obtenemos p” ($) = 
= p($< |] $” |]. Por otra parte, de (4) para n suficien- 
temente grande tendremos p” (8) = |! S” |]. 

Pasemos ahora al planteamiento del problema sobre 
la elección óptima del parámetro w para el esquema itera- 
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tivo (1). Oblendremos primeramente el problema para el 
error 3 := yy — u. De (1) hallaremos 


(Di oL) LEA y Az =0, =0, l, ..., 29 =Y9—u 
ó 
21824) k=0, 1, ..., S=E—0(D+0L)1 4. (6) 
Utilizando (0) cxpresaremos 2, mediante z,: 
2 = 8% lí IS 118” [1 1) 2, 11. (7) 


51 operador $ es un operador no autoconjugado en A, 
dependiente del parámetro w. Formulemos cl problema 
sobro la elección óptima del parámetro 6 de la forma si- 
guiente: hallar o de la condición de mínimo del radio espec- 
tral del operador $. 

Se debe señalar que nosotros no minimizamos la norma 
del operador de resolución S”, como se debía hacer en virtud 
de la estimación (7), sino minimizamos el radio espectral 
p (S) del operador de transición S, para el cual tiene lugar 
la estimación p” ($I< [| S” If. Sin embargo, en virtud 
do la igualdad aproximada p*” (S) = 1] S” |] se puede ospe- 
rar que para » suficientemente grande el procedimiento 
indicado de elección de «w rosulte acertado. 

La resolución del problema formulado más arriba es m 
problema complejo, sin embargo, bajo algunas suposiciones 
complementarias respecto al operador 4 este problema 
puede ser resuclto exitosarmento. 

SUPOSICIÓN 1. El operador Á es autoconjugado y defi- 
nido positivo en Y 


H(U=1E*, Y = SD* >0). 

SUPOSICIÓN 2. El operador A es tal, que para todo núme- 
ro complejo z y O los valores propios p del probloma gene- 
ralizado de valores propios (22 > - 0) z— uy BDBx =0 no 
depende de 2. 


Utilizando estas suposiciones, demostremos la siguiente informa- 
ción, la cual no será útil en lo sucesivo. 

LEMA 1. Si el operador A satisface las suposiciones 1 y 2, entonces 
todos los valores proplos del problema 


Az—iDx=0 (8) 


son reales positivos y sí A es un valor propio, entonces 2 — A también es 
un valor propto, 
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Realmente, la positividad y la realidad de los valores propios A 
se deducen de Ja autoconjugación y definición positiva del opera- 
dor 4. A continuación, sea 4 un valor propio del problema (8), es decir 


Ar—iDx=(LE+ DO) r:of—1t2Zr=0, 10. 
En virtud de la suposición 2 tendrá lugar la igualdad 
(—L—Dy-— (4-1) Zy =0 0 Ay -Q— A Ly =0. 


De aquí se deduce la afirmación del lema. 


Pasemos ahora a la resolución del problema sobre la 
elección óptima del parámetro w. Para esto es necesario 
estimar el radio espectral dol operador de transición S = 
= E—0(D + 01) 4, o sea estimar los valores propios 
p del operador £$: 


Sr — px =0, (9) 


Consideraremos que son cumplidas Jas suposiciones 1 y 2. 
El siguiente lema establece la relación entre los valores 
propios p del problema (9) y los valores propios A dol pro- 
blema (3) 

EEMA 2. Para (w) =21' logs valores propios de los proble- 
mas (8) y (9) están conectados por las relaciones 


(1d o — 4) = 0% (1 — (10) 


En efecto, sean 1 y 4 valores propios de los problemas (9) y (8). 
De la definición del operador S y del desarrollo A = G+ LE -+ UY 
se deduce que (9) puede ser escrita en la forma 


EL 0 (pL +0) =0, 230, (11) 


Mostremos primeramente, que pata (+ 1 todos los qp son dife- 
rentes de cero. En efecto, supongamos, que 4 = 0. Entonces (11) toma 
la forma 

i—0 
A) 


Dzi—Ux=0. 


Ya que U es una matriz triangular superior, y Z es una matriz diagonal 
(diagonal por da y la cual es definida pectiya en virtud de la 
suposición 1, entonces la última igualdad puede tener lugar para x +0 
cuando y solamente cuando w = 1. Por consiguiente, hemos llegado a 
una contradicción, suponiendo que para W + 1 tenemos p = 0. 

Dividiendo los miembros primero y segundo de (11) por YH, 
obtenemos 


O el: 
y A (VEz+ yv): 0 
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De aquí en virtud de la suposición 2 encontramos 


149 y (140) y=0 
o VE 
O 
O Dy=0 
o Yyp 


Comparando esta igualdad con (3), obtenemos la relación 


sd o 
mM Y y 
Con esto termina la demostración del lema 2. 


OBSERVACIÓN, Durante la demostración del lema 2 no se 
utilizó la autoconjugación del operador A. La relación (10) 
tiene Jugar también para cl caso de todo operador Á no auto- 
conjugado hajo Ja suposición de no degeneración del opera- 
dor WD 

Del lema 41 se deduce que los valores propios A están 
distribuidos sobre el eje real simétricamente respeclo al 
punto A =4, y al mismo tiempo A € lAmin, 2 — Ammnl. 
Amin > 0. Por eso del Jema 2 obtenemos que para w 31 
a cada A, = 1 le corresponde 4; — 1 — 0, a cada par A, 
y 2 —A, le corresponde un par de p¿ no nulos, obtenidos 
por la solución de Ja ecuación (10) con A = A;¿. Por lo tanto, 
todos los 4; pueden ser hallados como las raíces de la ecua- 
ción cuadrática (10), en la cual en calidad de A se loman 
todos los 2;, distribuidos sobre el segmento lAmin, 1]. 

3. Estimación del radio espectral. Fallemos ahora el 
valor óptimo del parámetro w y estimemos cl radio espec. 
tral dol operador S. Para esto investigaremos la ecuación (10): 


p24 (2 (0-1) — 02 (1 —37 u + (0 — 1) =0, 


(12) 
dneian<1i<ity0<Z<wo<2. 
Resolviendo la ecuación (12), hallaremos dos raíces 
1 DH Y or (1024 (01) y2 
pr (da a) (A A ) (0 ) ) Ñ | 
(13) 


=M=— Vo A INIA (o—1) 12 
pa (0 )= (LL A —V 0 a AJ?—4 (0 —1) ) 
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La investigación del discriminante de la ecuación (12) da, que 
para w% > 0 > 1, donde 


2 
1+Y Ampín L—Am5) 


las raíces y y iz para cualquier 4 € [Am¡n» 1] son complejas, y al mismo 


tiempo | p1 ] =]| uald = 0 — 1. Por eso cl radio espectral del opera- 
dor $ para wv > O, €es igual a p ($) = 0 -—- 1 y crece según «w. Si 
0 —= 07, Catonces 


My (Amino 00) = Mz Aron Mp) = 01 — 1, 


£(1, 2), (14) 


Wo 


y Para Amin <4S< 1 las raices py y Ma de nuevo serán complejas y 
lpi= ¿Hal = 0, — 1. Por consiguiente, en la región w> 0 el 
valor w = w, es óptimo, al cual le corresponde p ($) = 07 — 1. 
Sea ahora 1 < 6 < 007. Investiguemos el comportamiento de las 
raíces y y Ma, definidas por la fórmula (13), como funciones de la 
variable A para 0 fijo. 
Si A pertenece al segmocnto Arms: dol, 


Amin <A Ap = 12 VO a, 


entonces el discriminante w? (1 — 1)? — 4 (0 — 4) no es negativo y, 
por consiguiente, las raíces 1, y 1g son reales y al mismo tiempo la raíz 
py €s máxima. 

Mostremos, que py (A, «w) es una función decreciente de A en el 
segmento [A ;., Ap]. En efecto, diferenciando (12) según A y teniendo 


en cuenta (13), obtenemos 
9» Vo 1IIT4 (0—1) 


Por lo tanto, la raíz py (A, w) para l < % < 6 decrece al variar A 
de Amin 240, tomando los siguientes valores: 


o(l—dA  J+IY081—A (3 á4(0—1) 12 
Ar (Any: O) = Pi a ol ¿ 
Mr (Ay, 0) = 0— 1. 


Así sucesivamente, si Á4 cambia de Ay hasta 1, entonces las raíces py 
y 1 son complejas e iguales en módulo: | p,| =]1 pyl = 0—Í. 
Por consiguiente, si l < (+ < y, entonces 


o (1—Amin + V 0 (1—Xp1p)!4 (01) 
P(S)=1 (Amin: 0)= pt a a 
| (15) 


Si o < 1, entonces todas las raíces de la ecuación (12) son reales 
y la raíz máxima es py, cuyos valores decrecen al variar A de A 


hasta 1. Por lo tanto, para «w < 1 el radio espectral del operador S 
se determina por la fórmula (15). Puesto que para (1 =: 1 los pz no 
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nulos rs la ecuación (12), entonces (15) tiene lugar tambien 
ara 0 = l. 

á De esta forma, si 0 < w < (6, entonces el radio ira del 
operador $ se determina por la fórmala (15). Mostremos que py (A, ¡n> 0) 
decrece según «w en el intervalo 0 < w < 0. 

En efecto, como para (— < 0, la raíz uy ponia según A para A< 
< A y 1 (0, 0) = f, entonces y (Ampyo 0) < 1 

A continuación, de (15) obtenemos 


9%1 (Amín» 0) o o (1—Ampp)*— 2 e 
ss VA ( A e )- 


_ Va Lo? (1 Ap)? 2 (0- 1)+(1 Amin) o Vol (1=A mi) 2-4 10-1)- 2 
Vó (1-1 2=4(0-1) 


Sustituyendo aquí (13), definitivamente hallaremos 
du, en 2 V Hr (u, —4) 
00 yor 1—A ppp 4 (0—1) 


La afirmación está demostrada. Por lo tanto, en la región w< 
< 0 el valor w = 0, es óptimo y a él le corresponde 


—Y As n L—A 1—V Amin 2 Amin) AA n= Amín 
a] (2 — An pn) 14+Vn ro? o Amin 


Notemos, que de las investigaciones realizadas más arriba se des- 
prende que si Ó es la estimación para A,,;n por debajo, es decir, 0 < 


< Amin» Y O €s elegido según la fórmula (14) cambiando Ann Por Ó, 
entonces My Á< 00, 


p(S$)=0—1= 


e (7), n= 


Así, hemos demostrado el siguiente 
TEOREMA 5. Supongamos que estén cumplidas las suposi- 
ciones 1 y 2 y 0 es la constante de la desigualdad 


dy ZA, 6>0. (16) 


Entonces para el radio espectral del operador de transición S 
del esquema iterativo (1) siendo óptimo el valor del paráme- 
tro 0, 


p) 
A di 
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es válida la estimación 
1—Vn y? 6 
p(S) $ (37) y MSF (18) 


y al mismo tiempo, si en (16) se alcanza la igualdad, entonces 
ella tiéne lugar también en la fórmula (18). 

El método iterativo (1), (17) es el método de relajación 
superior, ya que y > 1. 

4. Problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo. FExaminemos la aplicación 
dol método de relajación superior para encontrar una solu- 
ción aproximada del problema de Dirichlet de diferencias 
para la ecuación de Poisson, prefijada sobre la red rectangu- 
lar 0 —= fxjy = (iR,, ho) €, OXI< Na, ISIE No, 
haz luiNa, a =1, 2) en el rectángulo € = (0< 2. < la, 
a=1,2 


2 
Ay= 2 Y. =—0(2), 2E0m, y(2)=8 (0), zEp. (19) 


==] “ao 


El operador A en el espacio H de las funciones reticula- 
ros, definidas sobre w con el producto escalar 


(UL, v)= 2 u (1) v (1) hihy 


se define por el procedimiento usual: Ay = Ay, y € lí, 


y € H. Como nosotros ya sabemos, el operador A, correspon- 
diente al problema (19), es autoconjugado y definido positi- 
vo en 47, Por consiguiente, se cumple la suposición 1. 

Examinemos primeramente el método puntual de relaja- 
ción superior. Si las incógnitas son ordenadas según las filas 
de la red o, entonces el esquema de diferencias (19) puede 
ser escrito en la forma del siguiente sistema de ecuaciones 
algebraicas: 


Ly li4, Dv + (+) y) — 
y +4, Dg i+0=>0Q(, 7 


para. == Li is MS do RL ls a Ni L 6 
y (a) =2g (0), Ey. 


155 


A esta escritura del operador A le corresponde Ja repre- 
sentación de A en forma de la suma 4 =D + £ + Y, 
donde 


2 2 
Dy=( At) 
a 14%, ; , E 
Ly (3, D=— y e—i, DY ¡—, 
DA ad Lo Mie A Le. 
Uy (i, )=—py(+1, 1)—74 0, j+1). 


Para el sistema a examinar el método puntual de relaja- 
ción superior, en correspondencia con la fórmula (3), tendrá 
la forma siguiento: 


(+) Y (is j)=(1—0) (Fr) (t, + 


+0 [7 Yen (04, 1 Hg Ya (do ¡== 
++, + un ll, I+D pl, 3) 


para isso 2... co Mi ==. = Ll Zar ic No == 1. y al 
mismo tiempo y, (2) = g (z) siendo x E y para cualquier 
k=> 0. 

Los cálculos, al igual que en el método de Seidel, se 
comienzan por el punto ¿ =1,j = 1 y se continúan o bien 
por las filas o por las columnas de la red w. El ya+, (i, 7) 
hallado se sitúa en el lugar de y, (i, 7). 

Demostremos ahora que para el ejemplo a examinar se 
cumple la suposición 2. Para esto es necesario mostrar que 
para cualquier número complejo z + 0 los valores propios p 
del problema 


(yt, Dejo 10) 4 (py d+ 
Haru lo 140) +0 [57 +37]1( 7=0, 
ISSN, 4, 1<j<N¿—1, 


y(z)=0, Ey 


no dependen de z. 
En efecto, poniendo aquí 


yl, p)=2tv(, 7. 0<i<N, 0<]<N,, 
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obtendremos 
4 ¿ . 1 d 
rt Dzrol, ¡—0++ v(i+t, + 


1 a 2 2 4 
Hipo le 0 +e [e +3 Jr m=0 
ASiSN, 1, ASI<N¿—1, v(a)=0, TEy. 


Por consiguiente, p no depende de z. 

Queda por hallar el valor óptimo del parámotro o. Para 
esto es necesario hallar o estimar por debajo el valor propio 
mínimo del problema (8), el cual para este caso se escribe 
en la forma 


Y  +y- +4 (+3) u=0, Eo, y(1)=0, zEy. 


XPX1 aXa 
Puesto que los valores propios del operador de Laplace 


de diferencias Ay= Y- —+y- son conocidos 
1% gXa 


o k sa 9 A nh 
E 2 1 id Dd 
An =: + sen? + E uE 


entonces 
e > 2 2 hz ) Ey 
MA 97 +37)= REF sen A Y 
2h; z Hgo 
Tra nó ap + 
Por lo tanto, 


AB > Ha 2h? , Mba 
Aratn = Hi Y Aa 


y el parámetro 0, se encuentra por la fórmula (14). En el 
caso particular, cuando G es un De con lado £ (2 = 


==) y la red es cuadrada (N, = = N), tenemos 
2 :y4 
Amin = 2 sen? 0 e = 7 > n=te 35» 
1 sen —— 
NÑN 
JU 
4 — sen —— 
NV 211 
p(8) = 7 sip. 
1 sen 7 
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Nolemos, que el radio espectral dol operador de transi- 
ción correspondiente al método de Seidel puntual se estima 
por la fórmula (15), en la cual se debe poner w+ = 4. Esto da 
p(S) = (1 — Amin)? = cos? + > lo cual es considerable- 
mente peor, que para el método de relajación superior. 

Examinemos ahora el método de bloques de relajación 
superior. Si a un bloque se le unen las incógnitas y (i, 7) 
sobre la j-ésima fila de la red, entonces a la escritura por 
bloques del operador A le corresponde la representación si- 
guiente A -— L + L-+ U, donde! 


: 2 Ne Ls : 
Dy=—Y (4) DA>p+ 7) (0 DY 40, 
E se E o A 
Ly (it, )=—>374, 1), Uy(, )= 37 Y (1, +1). 
2 hz 
Las Sórmulas de cálculo para el método de bloques de 
relajación superior tienen la forma 
4 : 0) 2 e 
— 77 Y 1, DA (AAA) vr (e j)— 
1 ; 1 ; : 
— e (+, $) =(1— 0) ( — rl A, + 
2 1 
2 2 e 1 ; ; 
+ (ip) Y 6 )— ig Yn (+1, »)+ 
1 >. Te 4 ¿ ea 
+0 (5pY ll 04 3pu (bh 0496, 0). 
1<i<N,¡—1, 1I<i<N2—1, 


y al mismo tiempo y; (2) = 8 (2), E y para todos los 
tc 0. Para encontrar yyy, sobre la j-ésima fila es necesario 
resolver, por ejemplo, por el método de factorización un 
problema de contorno tripuntual, 

Mostremos que para el ejemplo examinado se cumple la 
suposición 2, es decir, los valores propios p del problema 


0 DA ADA — put, DA 


2 SS 1 ; : 
+ +3) y (o D—3pu(i+t, )=0, 
1I<i<N,—1, 1I<¡<N2—1, y(2)=0, Ey 


no dependen de z. Esto se establece fácilinente con ayuda del 
cambio y (1, $) = 20 (E, $), ULISES NÑN,. OS |<NÑ.4¿. 
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llallaremos ahora el valor óptimo del parámetro u. El 
problema correspondiente (8) liene Ja forma 


Va Vs + A (+ TE y — Yo) =0, TEN, 


y (x) =0, TEY. 


No es difícil comprobar, que las funciones propias dle) 
problema (20) son 


(20) 


Un (2) =sen 47% gon EatZs (24) 
ly ba 
Sustituyendo (21) en (20), hallaremos 
0 o 
A A 
Ay == — TL ka=1, 2, ..., Na—1, F=(%,, ko), 
7%, 
donde 
S 4 k¿ Th 
Aa, 3 sen? a ys k =1,2,....N¿—1,0=1,2. 
De aquí obtendremos 
2h3 sen? 72 sen? A 
Amin > Áñ——— . 
2h3 sen? Le 
2L, 
Para el easo particular examinado más arriba tendremos 
ó rt 
oie 4 
4 sen? Bart 2-4 sen? y 
Amin = y NA A 
1 4-2 son? > y Sd 2 sen y) 
—V 2 som 
ba ara JT 
n = 2 sen? y» P(S)= 1-2 25. 
1+ 144+V2s0n-E sen —— q 


Comparando las estimaciones del radio espectral de tos 
métodos de relajación superior de bloques y puntual, encon- 
tramos, que el método de bloques convergerá en Vz veces 
más rápido que el método puntual. Por otra parte, el método 
de bloques exige un mayor número de operaciones arílméti- 
cas gasladas en la realización de un paso iterativo que el 
método puntual. 
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Como conclusión exponemos el número de ileraciones para 
e] método puntual de relajación superior en dependencia del 
número de nodos Ñ por una dirección para € == 10% ln 
calidad de problema modelo tomemos él esquema de difo- 
rencias (19) sobre la red cuadrada con Ny =— YN, = Ñ y 
p (10) =0, g (a) =0. BEligiremos la aproximación inicial 
Yo (2) de la siguiente forma: y, (2) —= 1,x€ 0, yo (2) =0, 
uE y. 

Terminaremos el procoso de iteraciones, si se cumple la 
condición 


IZ. la <= 8 1 Zo Ua- (22) 


De la Leoría del método se deduce, que para el error Z, 
tiene lugar la estimación |[ Za la <11S” lla 1120 la. puesto 
que el radio espectral del operador es menor o igual que 
cualquier norma del operador, entonces p” ($) < || S” lla. 
Por lo tanto, la condición p* ($) < € no so puede emplear 
para la ostimación del número exigido de iteraciones. 

Ciftemos el número de iteraciones », determinado «de la 
condición (22), y para comparar hallaremos el número de 
¡leraciones n%, el cual se deduce de la desigualdad p” (5) < 
ES 

N = 32 n= 6) n* = 47 
Noá4  n=128 n* = 094 
N 128 n-—257 n* =4187 


La comparación del número de iteraciones para el método 
de relajación superior y el mélodo explicito de Chebishey, 
examinado para el problema (19) en el punto 1 del $ A del 
cap. YI, muestra que el mélodo de relajación superior exigo 
aproximadamente en 1,6 veces menos ¡teraciones que el 
método explícito de Chebishev. El número de operaciones 
aritmébicas gastadas en una iteración es práelicamente igual 
en estos métodos. 

Y. Problema de Dirichlet de diferencias para una ecua- 
ción elíptica con coeficientes variables, Examinemos ahora 
la aplicación del método de relajación superior para encon- 
brar na solución aproximada del problema de Divichleb de 
diferencias para la ecuación con coeficientes variables en un 


rectángulo 
2 

Ay= 2 (0. (0)y. ), —d (a) y= —q(x), 20, 
a=1 Xy “O 


y()=g(2), 2Ey, (2) 
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considerando, que se cumplen Jas condiciones siguientes! 


0UZ Cc Ga (1) E Cz, Eo a=t, 2, 
(24) 
SALA (<A, En. 


Para el problema (23) el método puntual de relajación supe- 
rior para ordenar las incógnitas según Jas lilas de la red 0 
se describe por la fórmula 


bli, Pr, P=(1—o0)0(, Py (, + 
+ wm [52 Pes (A, p+z D A VS 


1, Ea li, e , 
A y it, 422 40 +0e0,0), 
ISSN 1, ASISENA, (25) 
donde 


bli, p=% (A, PE (i41, 7) + da li, E ¡+1 +d(i, j) 


e Ya lx) = g (2), E y para cualquier k> 0. 

Para el ojemplo a examinar los operadores Z, £ y U 
se definen de la siguiente forma: 
Dy = Dy, 


Ly, y Ba, y Da ja), 
nó O 
Oy, y AAA a py LL, +2). 


Las suposiciones 4 y 2 se cumplen, lo cual se demuestra igual 
que para el ejemplo del punto 4. 

Para hallar el parámetro w, es necesario estimar la cons- 
tante Ó en la desigualdad A> $82. Este problema fue 
resuelto anteriormente en el punto 3 del $ 3 del cap. vi, 
donde se examinó el método de Chebishev implícito más 


simplo para el problema de diferencias (23). Exponemos la 
estimación para 6: 


0<a2< ta Ay Á 2) ex. Ag (21) 
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donde Xa (24) = máx vé), f=3—a, a =l, 2 y 2% (2) 
0<%XI y <! 

es la solución del siguiente problema de contorno tripun- 

tual: 


(avs ), — > de —b (2), h.Et.< lo has 
“a 

ve (7)=0, za =0, la, 

hg< 18<S le — kg. PB=3-a, a=4, 2. 


El parámetro iterativo « se encuentra mediante la fórmu- 
la (17): 


0 = My = 


2 
14 Y 6(2—8) 


- Para comparar el método descrilo de relajación superior 
¿on el método de Chebishov explícito más simple, exami- 
nado en el punto 3 del $ 5 del cap. VI, citemos el número 
de iteraciones del método de relajación superior para el 
siguiente ejemplo modelo. Sea el esquema de diferencias 
(23) dado sobre una red cuadrada con N, =N, = N y 
p (3) =0, g(2) =0. Eligiremos los coeficientes a, (zx), 
Aa (1) y d (x) de la siguiente forma: 


a (a) =1 +<l(x%, — 0,5) 4- (x2 — 0,0), 
de la) = 4 + e10,5 — (2, — 0,5)? — (2, — 0,5), 
d(r)=0, c>0, 


Con esto en las desigualdades (24) c, = 4, cs = 1 + 0,5c, 
d, =d, = 0. La aproximación inicial para cl método ite- 
rativo de relajación superior (25) se elige de la siguiente 
forma: yo (1) =1,1€ 0, yo (1) =0, € y, y el proceso de 
las iteraciones lo. terminaremos al cumplirse la condición 
(29). 

Tabla 9 


En la tabla 9 se dan los números de iteraciones para el 
método de relajación en función de la relación cz/e, y del 
número de nodos Y' por una dirección para £ = 10-1, Para 
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el caso, cuando a, (2) =4 y d (2) =0, el número de ¡terá- 
ciones del mélodo de relajación superior se muestra on el 
punto 4 del presente parrafo. 

De la tabla 9 se deduce, que el número de iteraciones 
del método de relajación superior para el ejemplo modelo 
cs aproximadamente en dos veces menor que el número de 
iteraciones del método de Chebishev implícito más simple. 
Ya que el número do operaciones aritméticas, gastadas en la 
realización de un paso iterativo para los métodos indicados 
es igual, entonces el método de relajación superior es apro- 
ximadamente en dos veces más efectivo que el método de 
Chebishev implícito más simple. 


$ 3. Métodos triangulares 


1. Esquema iterativo. En los $$ 1, 2 fueron estudiados 
dos métodos: el método de Seidel y el método de relajación. 
Estos métodos pertenecen a la clase de los métodos implíci- 
tos de dos capas, en los cuales al operador A lo corresponde 
una matriz triangular o triangular por bloques. En la forma 
canónica el esquema iterativo de los métodos tiene la forma 
siguiente: 


(Deol) HU 4 Aya =$, k=0, 4, 90€ 4H, (1) 


donde 2 y £ son los operadores del desarrollo de 4 en suma 
de una matriz diagonal, una triangular superior y otra 
triangular inferior 


A=3DB+L£+0U, 
Al método de Seidel le corresponde el valor del parámetro 
w = d. 
Para el caso de un operador A autoconjugado y definido 


positivo en A la condición suficiente de convergencia del 
método iterativo (1) en A, tiene la forma 


00 <2. (3) 
En el $ 2 hemos examinado el problema de la elección 
óptima del parámetro iterativo 0. Considerando que están 


cumplidas las suposiciones 1 y 2 y la información a priori 
está dada en forma de la constante 6 de la desigualdad 


BDEZA, 6>0, (4) 


hemos demostrado que el valor óplimo de wm, para el cual 
se minimiza el radio espectral del operador de transición S 
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del esquema (1), se determina por la fórmula 

2 z 
A +? 4) 
1+ Y 5(2—6) (5) 


En los puntos 4 y 5 del $ 2 han sido examinados ejemplos de 
problemas para los cuales están cumplidas las suposicio- 
nes 4 y 2. Estas suposiciones son cumplidas también para 
problemas más complejos, por ejemplo para el esquema de 
diferencias pentapuntual, el cual aproxima el problema de 
Dirichlet para una ecuación elíptica con coeficientes varia- 
bles sobre una red no uniforme en una región arbitraria. 

Existen, sin embargo, ejemplos de problemas, para los 
cuales no se cumple la suposición 2. A ellos pertenecen el 
problema de Dirichiet de diferencias para una ecuación 
elíptica con derivadas mixtas, el problema de Dirichlet de 
diferencias de orden elevado de exactitud y otros. 

La no universalidad del procedimiento de elección del 
parámotro iterativo w y la ausencia de estimaciones de la 
velocidad de convergencia del método en alguna norma 
son las insuficiencias fundamentales de la teoría desarro- 
llada en el $ 2. 

En el presente párrafo será examinado el esquema gene- 
ral de los métodos iterativos triangulares, para los cuales el 
parámetro iterativo w se elige de la condición de minimizar 
la norma del operador de transición en Ha. Aquí será ha- 
llada la estimación de la velocidad de convergencia del 
método en A, bajo la suposición de autoconjugación y de- 
finición positiva del operador A. 

Comenzaremos el examen de los métodos triangulares 
por la transformación del esquema iterativo (1). Introduz- 
camos los operadores AR, y Ra de la siguiente forma: 


R,=>5++L, R¿=> D4U. 


(1) = 0a = 


Entonces el desarrollo (2) tendrá la forma 
A =HR, + Ra, (6) 


y si A es un operador autoconjugado cn A, entonces los 
operadores ft, y FR, son conjugados uno a otro 


Ry, = Ry. (7) 
Sustituyendo L=kR, => BD en (1) y designando 
T= 20/(2 — 01), (8) 
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escribiremos el esquema iterativo (1) en la forma equiva- 
lente 


(D + 1Ry) AAA Ay ==, 0, 1, ..., Y0 EH, (9) 


al mismo tiempo en virtud de (3) y (8), 1 > 0, 

El esquema (9) se puede examinar independientemente 
del esquema (1). Precisamente, sea representado por la 
fórmula (6) on forma de la suma de operadores fi, y Ra 
conjugados uno a otro el operador A autoconjugado en Y, 
y , un operador arbitrario autoconjugado y definido po- 
sitivo en HA. Al esquema iterativo (9) lo llamaremos forma 
canónica de los métodos iterativos triangulares. Nosotros 
conservamos el nombre de métodos triangulares aún en el 
caso, cuando las matrices, 'correspondientes a los operado- 
res R; y Rs, no son triangulares, y la matriz, correspon- 
diente al operador LD, no es una matriz diagonal. 

Del teorema 4 se sigue que para un operador definido 
positivo A el método iterativo (9) con T >> 0 converge en 
H,. En efecto, para esto es suficiente establecer la validez 
do la desigualdad L + TR, >0,5T7TA. Do (7) obtenemos 


(Az, 2) = (Rx, 2) + (Ryx, 2) =2 (Rx, x) = 
= 2 (Raz, x) (10) 
y, por consiguiente, 
(D + TR) x, 2) = (Dz, 2) + 0,57 (Az, 1) > 
> 0,57 (Az, 21), 
lo que se exigía demostrar. 

Como conclusión señalemos, que al método de Seidel 
en el esquema (9) le corresponde ol valor t = 2, y al método 
do relajación superior, T= 21V 8 (2 — 6). 

2. Estimación de la velocidad de convergencia. Estime- 
mos ahora la velocidad de convergencia del esquema itera- 
tivo (9) en Aa, suponiendo que Á es un operador autoconju- 
gado y definido positivo en H. 


El paso en (9) al error zh = Y, — u da un esquema homo- 
géneo para Zz; 


BREA + Az, =0, k=0, 4. ...y 2 = 
102 


de donde obtenemos 
Z2rk+1 = SZh k = O, 4, ...y A BA, (11) 
M2, +1 Ma < US ia 112, la. 


Estimemos la norma del operador de transición S en HH 4. 
De la definición de la norma del operador obtendremos 


(ASz, Sx) (BAAZ, Ax) 


IS [lá = ar UD [1 da 
(AB-24z, B-141) 
pon da 0] 


Transformemos la expresión que se encuentra entro corche- 


tes. Utilizando (10) y la definición del operador B, obtendre- 
mos 


(By, y = (Ly, y + TR, Y) = (Dy, y) + 
+ 0,07 (Ay, y). 


De aquí hallaremos 1? (Ay, y) = 21 (By, y) — 21 (Ly, y) 
o después de la sustitución y = B-1Azx 


T(ABIAZ, BrAz) = 27 (B-"Azx, Ax) — 
— 2T(DBAX, BAA12). 


Sustituyendo esta expresión en (12), tendremos 


a _ o (DB Az, BúAx) 
[5 lla =sop[ 1 AS 


Producimos las siguientes transformaciones. Poniendo x = 
= (BY) D1Py obtendremos 


(DBA, B-1A2) _ (Cy, Cy) 


aa a)» CD PEA (BD, 


Ya que el operador € es autoconjugado y definido positivo 
en HH, entonces, poniendo y = C-14G-18B*p, hallaremos 


(DB-Ax, BUA2) _ (Av, v) 
(Az, 2) "ABD TB, v) * 


Así, definitivamente teridremos 


_ (Ao, 1) 
lo la =sup [11 — 2, q): 
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De aquí obtendremos, que si y, es Ja magntud de la desigual- 
dad 


PBDABIS A, (13) 
entonces 
NS lla< (1 — 217y)'P. (14) 


Como y, depende del parámetro t, entonces el valor óptimo 
para t se podrá hallar, obteniendo una expresión para y; 
bajo ciertas suposiciones complementarias respecto a los 
operadores D, R, y Ra. 
3. Elección del parámetro iterativo. Elijamos ahora el 
parámetro T. Nosotros necesitaremos 

LEMA 3. Sean € y A las constantes en las desigualdades 


¿DSA, RIDIRSEÍA, 8>0, (45) 
Entonces en la desigualdad (13) 
, BA 
y=5/ (14164143). (16) 


En efecto, ya que B* = Y + YTR,, entonces 
BDAB = (DD +4 1RYDA(DB + 1Ra) = 
= DR T(R, + ROA UR,DAR, = DEA + 

+ RADAR. 
Utilizando la suposición (15), de aquí obtendremos 
BDABES (1/8 + 7 + PAÍS) A. 

El lema está demostrado. 

De esta forma, si la información a priori tiene la forma 
de las constantes 0 y Á en las desigualdades (15), entonces 


» se estima por la fórmula (16). 
Sustituyendo (16) en (14), obtendremos 


ISP <0o (1) =4—208/ (1 + TÚ qua). 


Queda por minimizar la función p (7). Igualando la deri- 

vada q” (7), a cero, hallaremos 

20 (m 1) 9 

p" (1) = =% TT * 
(14040 7)" y 84 
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Como para t< 7, la derivada «p" (1) < 0, y para tI>TA 
la derivada (p" (1) > 0, entonces para tr = T, la función 
p (7) alcanza el mínimo, igual a y (1,) = (1 — VVa+V mn) 
n = 0/A. Así, está demostrado 

TEOREMA 6. Sean A y D los operadores autoconjugados y 
definidos positivos en H, y 6, A las constantes en (15). El 
método iterativo triangular (9), (6) para + = 7, = 2/Y $A 
converge en Ha, y para el error 2, es válida la estimación 
lUza lla <p” 1 Zo lla. Para el número n de iteraciones es vá- 
lida la estimación n > n, (e), 


Ry (E) = In 8/In p, 


Y n q $ 
donde o=[4227 , Ur 


4, Estimación de la velocidad de convergencia de los 
métodos de Seidel y de relajación, El teorema 6 demostrado 
permite obtener estimaciones de la velocidad de conver- 
gencia en A, de los métodos de Seidel y de relajación supe- 
rior examinados anteriormente. En el punto 2 del $ 1 y el 
punto 4 del $ 2 los métodos indicados fueron aplicados 
para encontrar una solución aproximada del problema de 
Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson sobre 
la red rectangular 


0 =— lx; e (ih,, ho), 0< ¿iS Ny, UZ ¡< Va, 
ha =lalNo, a == 1, 2) 

NY = Yzyo¡ TV A TP (Z), 2E0, 

y (2) =g(%), Ey. 


El esquema iterativo de estos métodos tiene la lorina (1), 
donde 


Ly (e )= py (1 py (31), 
Uy (iD) =p Y044, DP y +1). 


Para el método de Seidel o = 1, mientras que para el método 
de relajación superior w se ha encontrado por la fórmula (5), 
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donde Ú de la desigualdad (4) fue expresado de la siguiente 
forma: 


213 h 
=p sen? HL sen? e ] (17) 


Reduzcamos el esquema eN para el ejemplo examinado a la 
forma (9). Para esto dofinamos operadores Ry, y Ry 


1 : O 1 2 
Ry=(7D+L) 4= 5 Va ti La 

1 q. -9 11 > 
Ry =( q D40) y= — 5 Va — ri a 


Es evidente que 


+ A 2 


o 


(E, as Ra) y= Ay = —Ay= ES Vio — Vigeg" 


La conjugación de los operadores R, y R, uno a otro se es- 
tableco fácilmente con ayuda de la fórmula de Green de 
diferencias. Como fue señalado más arriba, al método de 
Seidel en el esquema (9) le corresponde el valor Y = 2, y al 
método de relajación superior le corresponde el valor T = 
=21V5(02— 65, donde $ está definido en (17). 

De ad) (14) y del lema 3 se deduce, que para obtener 
estimaciones de la velocidad de convergencia de estos méto- 
dos cn YH, se exige hallar 6 y A de las desigualdades (15). 
La constante $ ya está hallada. Hallemos A. De la defini- 
ción de los operadores Y, pi . e obtenemos 


(RD Ray, y) eS O, 9 a (Ry, Hyy). (18) 
Luego 
(Roy, Roy) = mi 1) — Ry Sr We, Ue) Er (Y 1=< 
<(+ ds +7) 04 (2 MS Ma (Ay, y). 


Sustituyendo esta estimación en (13), obtendremos 
a 1 
(RVARY, yy <> (4y, y) 


y, por lo tanto, en la desigualdad (15) A = 2. 

Estimemos ahora la velocidad de convergencia del mé- 
todo do Seidel y del método de relajación superior. 

De (11) obtenemos 


1% la S (PS IA 1 2p Ma 
169 


y, por consiguiente, para alcanzar una oxactitud e es sufi- 
ciente cumplir n>ny (e) iteraciones, donde n, (e) = 
= ln £/In 1] S ll,. De (14) hallaremos 


ro (e) = 2 1n e/An ]] S [2,41 +) (vo. (19) 
Para el método de Seidel de (16) obtendremos (t = 2) 


y en el caso particular, cuando N, =N, =N,!l,=L =l, 
tendremos de (17), (19) y (20) 


Tn ñ qe? 
6=2sen? q, Ty, = 4sen? = > 
o N? 4 Lo, 2 A 
ny (2) 2 7 ln 2 0,1N21n —. 


En el punto 1 del $ 5 del cap. VI para el método explí- 
cito de iteración simple, aplicado al caso particular a exa- 
minar, fue obtenida la siguiente estimación del número de 


iteraciones: hy (e) = 0,28? In -. Comparando estas estima- 


ciones, encontramos, que para el método de Seidel se exige 
aproximadamente en dos veces menos iteraciones que para 
el método de iteración simple. El carácter de la dependen- 
cia entre el número de iteraciones el de nodos N por una 
dirección para estos métodos es el mismo-—-el número de 
iteraciones es proporcional a N?, 

Examinemos ahora el método de relajación superior. 
Sustituyendo en (16) 


2 
$=2 sen? A=2 T= => 
2N* Eo CTE, 
N 
obtendremos 
JT 

21 2N r TT 

TYP1 = == tl "zm" 


JT 
2 -+ 2tg 3y +te y 


De (19) hallaremos la siguiente estimación del número de 
iteraciones pára el método de relajación superior: 


ho (e) e 22 1n- 2 0,64N ln —, (21) 


+70 


o sea, el número de iteraciones para el método de relajación 
superior es proporcional al número N de nodos por una 
dirección. 

Como conclusión mostremos una estimación para el 
número de iteraciones, el' cual se deduce del teorema 6. 
Siendo el valor del parámetro Y 


2 1 


V8A 


3800 55 y 


para el número de iteraciones será válida la estimación 
n >m (e) =ln [sin Sy Fs >— 2 0,6N n—. 


Notemos, quo la estimación (21) está algo aumentada. Para 
convencerse de esto, es necesario comparar los valores de 
Ry (e), calculados por la fórmula (21), con el número de 
iteraciones, citado en el punto 4 del $ 2. Esto está relacio- 
nado con que aquí el número de iteraciones se estimó de la 
desigualdad il S |'4 < e, y en el punto 4 del $ 2 las itera- 
ciones se realizáron hasta el cumplimiento de la condición 
15% lla < €. 


Capítulo 
X 


Método alternativo triangular 


En este capítulo se estudia el método. iterativo alternativo trian- 
gular*) de resolución de una ecuación operacional con un operador auto- 
conjugado, En el $ 1 se expone la teoría general del método, está descri- 
ta la contrucción del esquema iterativo e indicado el conjunto de los 
parámetros iterativos. Se ilustra el método con el ejemplo del problema 
de Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángu- 
lo. En el $ 2 este método se aplica a la resolución de ecuaciones elípti- 
cas en diferencias con coeficientes variables y con derivadas mixtas 
en un rectángulo. Para resolver una ecuación elfptica con coeficientes 
variables sobre una red no uniforme en una región arbitraria en el $ 3 
está construida una variante del método alternativo triangular. 


S 1. Teoría general del método 


1. Esquema iterativo. En el $ 3 del cap. 1X fue estudiado 
el método iterativo triangular de resolución de la ecuación 


du =f. (1) 


El esquema iterativo de este método tiene la forma 
BRE A 1, k=0, 1, ..., YElNT, (2) 


donde T, == T, y el operador B =B, = LD + 1P, se defino 
por el siguiente desarrollo del operador A en la suma de los 
operadores: 


A=R+Ra Ri=Ri, A=A4*>0, (3) 


*) El método fue propuesto por A. A. Samarski en el año 1964 
(véase R de MC y FM 4, No. 3, 1964) y perfeccionado en [8]. 
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Respecto al operador 2 se supone, que él es autoconjugade 
y definido positivo en 17, es decir, 


D = Y* >0. (4) 


El método iterativo triangular corresponde a la clase de los 
métodos, cuyos parámetros iterativos se eligen teniendo en 
cuenta la información a priori sobre los operadores del esque- 
ma iterativo. Para el método triangular la información pri- 
maria consiste en prefijar las constantes Ú y A de las desi- 
gualdades 


EDLA, RIDARSÍ A, 5>0, (5) 


El parámetro T hallado en el punto 3 del $ 3 del cap. IX, 
permite obtener una exactitud € después de ny =0 Xx 
Xx (In (1/8) Y m) iteraciones, donde y = 6/A. 

Señialemos que la no autoconjugación del operador B 
no permite utilizar el conjunto de los parámetros T, en el 
esquema iterativo (2) y con ello aumentar la velocidad de 
convergencia del método. Sin embargo, la simpleza de la 
construcción del operador B y la posibilidad del desarrollo 
(3) para los operadores A de cualquier estructura estimu- 
laron el estudio de posibles modificaciones del método 
triangular. Como resultado fue construido el método alter- 
nativo triangular, el cual combina la universalidad de Ja 
construcción del operador B con la posibilidad de elegir el 
conjunto de los parámetros T, en el esquema (2). 

Abordemos el estudio del método alternativo triangular. 
El esquema iterativo del método tiene la forma (2), donde 
el operador B se define de la forma siguiente: 


B=(D+0R,) D*(D+0R,), 0>0. (6) 


Aquí o es el parámetro iterativo, sujeto a definición. A con- 
tinuación vamos a suponer que para el esquema (2), (6) 
son cumplidas las condiciones (3), (4) y son dadas Ó y A 
en las desigualdades (5). 

Señalemos algunas propiedades del operador 8, definido 
por la relación (6). Si al operador Y + wmR, le corresponde 
uha matriz triangular, y 2 es diagonal, entonces a B le 
corresponde el producto de dos matrices triangulares y una 
diagonal, ón esto caso la inversión del operador B no es un 
problema complejo. 
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| Mostremos que el operador % es autoconjugado en HH, y 
si el operador SL os acotado, entonces 2 es definido positivo. 
Realmente, en virtud de (3) tenemos Jas igualdades 


(Au, u) = 2 (Hu, u) = (2 (Ryu, u) > 0. 


Do aquí y de (4) se deduce que los operadores B, = Z + 
+oR y B,= + AR, son conjugados y definidos 
positivos: BP =(D + 0R)Y* = ID + oía = Ba. Ba> 


B* = (B,DAB,)* = BID-AB? = B,DAB, = B. 


Seguidamente, como 4 es un operador autoconjugado acota- 
do y definido positivo, entonces el operador inverso DW -! 
será definido positivo en Hf. Por consiguientc, utilizando la 
desigualdad (Briz, 1) > d (x, 1), d >0, la cual expresa 
la definición positiva del oporador D-1, tenemos 


(Bu, uy) =(DByu, Bau) > dl li Bgu |18 > 0. 


De (2) y (6) se ve, que para determinar Y»+1, siendo 
dado y, es necesario resolver la ecuación 


(D + wR,) Q-! (LD -L wR,) Yr+r = Ph» E O, 1, e 


donde Y, = By, — Tr+1 [AYn — f). Esta operación se redu- 
ce a la resolución de dos ecuaciones 


(L + 0R)vU=Qr,) (LD + 0Ry) ya = De. 


Es posible el segundo algoritmo de realización del es- 
quema (2), (6) basado en su escritura en forma de un esque- 
ma con corrección 


Yn+1 = Yn — Ti+ihs BW = Tr, 


donde r, == Ay, — f es el defecto. La corrección w, se en- 
cuentra mediante la resolución de las dos ecuaciones 


(Y ES m4) Or = Pas (E + 0l7) w, = DW. 


En este algoritmo nosotros nos hemos liberado de la necesidad 
de calcular By,, pero estamos obligados a conservar simul- 
táneamente y, y las magnitudes intermedias Ty, 0, Y Oz» 
2. Elección de los parámetros iterativos. Ocupémonos 
ahora en investigar la convergencia del esquema iterati- 
vo (2), (6). Puesto que los operadores A y B son autoconju- 
gados y definidos positivos en H, entonces so puede estudiar 
la convergencia enfHf y, donde en calidad de D se toma uno 
de los operadores A, Bo AB-A (en el último caso B debe 
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ser un operador acotado). Para el operador indicado D, 
el operador DBA, evidentemente, será Li 
en 4 y, por consiguiente, de acuerdo con la clasificación del 
capítulo VI, tenemos el esquema iterativo para el caso 
autoconjugado. 

Utilizando los resultados del $ 2 del cap. VI, nosotros 
inmediatamente podemos indicar para el esquma (2), (6) 
el conjunto óptimo de los parámetros iterativos T,. Sean y; 
y Ya tomados de las desigualdades 


“BLAS YB, y > 0. (7) 


Entonces el conjunto de los parámetros de Chebishev ft») 
se define mediante las fórmulas 


, 1 EMg=(00s MARE, 1<i<nm), 


i<k<n, (8) 


A: E 
B" 1 +Pour 


o 
A 


TITS 


y para el crror 2, = Y, — u del método iterativo (2), (6), 
(8) tiene lugar la estimación 


A- VE 
AS 14 VE" 


Este es un resultado de la teoría general de los métodos ¡te- 
rátivos de dos capas. Para el esquema (2), (6) la informa- 
ción a priori son las constantes $ y A en las desigualda- 
des (5). Por eso uno de los problemas es la obtención de expre- 
siones para y, y yz mediante .5 y A. Después, por cuanto el 
operador B depende del parámetro iterativo «w, entonces 
Y, y y, son funciones de w: Y, = Y1 (0), Ya = Ya (0). Ya que 
de la estimación (9) se deduce que la velocidad máxima 
de convergencia será cuando la relación E = y;fyz sea má- 
xima, entonces llegamos al problema sobre la elección del 
parámetro w de la condición de máximo de ¿. El problema 
formulado lo resuelve el 

LEMA 4. Sean cumplidas las condiciones (3), (4), el ope- 
rador B definido por la fórmula (6) y dadas las constantes 


lznllo=04n ll Zo llos n= 328, P> (9) 
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$ y A en las desigualdades (5). Entonces en las desigualdades 
(7) tenemos 


y =5/(1405+3 084), y.=1/(20). (10) 
La relación E = y,/y, es máximo, si 

o =07=2/Y 84, (11) 
con esto 


$ 6 2 Y n ó 
EE E 


Tn electo, oscribamos el operador A on Ja forma PB = 
=(D + OR) DA (LD +0) =D +0(% +28) + 
=|- AA DAR. (13) 
Teniendo en cuenta, que A=R,+R,>062 6 DEF A 
obtenemos para B la estimación por encima 


Yi 


BS(F+0+ 70%) A=7A, 
os decir Afy,B, donde y, está definido en (10). 
Transformemos ahora la fórmula (13): 

B=3— 0 (dl, Y Ry + 4R,D-R, 7 20 QUAR) = 
=(D —oR)DA(D -- 0R) + 204. 

De aquí se deduce : 

(By, y) = 20 (Ay, y) + (8 (8 — oRt) y, (8 —oRy). 

Utilizando la definición positiva del operador DF -*, obtene- 


mos (By, y) > 20 (Ay, y) es decir, A< y,B. Así, están 
hallados y, y yo. Examinemos a continuación la razón 


26 
E=5(0)=Y/p2=208/ (1 4 08+ A A 
Igualando a cero la derivada 


E" (0) = 26 (1—u*0A/4) 


(42) 


encontramos 0 = 0, = 2Y 64. En este punto se alcanza 
el máximo de ¿ (0), puesto que ¿7 (0,) < 0, Sustituyendo 
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el w hallado en (10), obtenemos (12). Mostremos que $< A 
y n<d1. En efecto, utilizando la igualdad (Ax, x) = 
— 2 (Rar, 2) y la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, 
de (3) obtenemos 


Á t R LT, Z 3 
(Dx, 2) <Ú(Az, 1) == a A 
a (DAMR ax, DU gy? (DAR ax, DAR 0 
dl Tas, 2) 54 Az, 2) i 


UD, DO) 4 PA (Dz, <A (Uz, 2), 


lo que se exigía demostrar. El lema está demostrado. 

TEOREMA 1. Sean cumplidas las condiciones del lema 1. 
Entonces para el metodo alternativo triangular (2), (6), (11) 
de los parámetros de Chébishev 1), definidos por las fórmulas 
(8) y (12), es válida la estimación (9). Para el cumplimiento 
de la desigualdad || 2, llp< e || 22 Up son suficientes n itera- 
ciones, donde n> Ry[(£), Ry lE) = nz [eva Y mn), n = 
= 6/A. Aqui D =A, B o AB-1A. 

Para la demostración del teorema se debe utilizar el 
lema 4 y las fórmulas (8) para los parámotros iterativos y el 
número do iteraciones. 

Examinemos ahora un procedimiento, el cual só utiliza 
durante la construcción de los esquemas iterativos implí- 
citos. Sea dado un operador /? autoconjugado y definido 
positivo en E, energéticamente equivalente al operador 4 
con constantes €, y Ca! 


AREAS Cat, c1>0, (14) 
y al operador B con constantes e y Yo: 

ABSERE PB, 11 >0, (15) 
Supongamos que los operadores A y B son autoconjugados. 


De (14) y (15) para ellos obtendremos las desigualdades si- 


guientes: YyBEZAS YB, Y = CY Ya = CV: El proce- 
dimiento expuesto permite al construir el operador B 
partir no del desarrollo (3) del operador A, sino del desa- 
rrollo del operador ft, el cual puede ser elegido ur mismo 
para una gran clase de operadores A diferentes. Con esto las 


constantes Y y Ye en (15) pueden ser halladas una vez, y todo: 
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el problema de la obtención de información a priori para el 
método so reduce a encontrar e, y cz en (14). 

Así pues, sea el operador EE representado en forma de 
la suma de los operadores conjugados R, y HRj: 


R=R*>0 R=Ri+Boa Ri=Ri» (16) 
y en lugar do (5) tienen lugar las desigualdades 
DER, RIDIR,SEGR, 6>0. (17) 


Construyamos el operador B para el esquema (2) por la 
fórmula (6). Entonces en virtud del lema 4 para 0 = 04 = 


= 2/V 6A en las desigualdades (15) tenemos 


o 


Yi = 


o y) o . 
Ya == 5 == 


Ó 
2144 ym ? aVn' Ya 


De aquí se deduce 

TEOREMA 2. Sean A =A*>0, Z= D*—>0, cum- 
plidas las condiciones (16) y prefijadas c, y c, en (14) y Ó, A 
en (17). Entonces para el método alternativo triangular (2), 
(6), (S), (11) con los parámetros de Chebishev Tp, donde y, = 


= CY YU Ys = CoYo y Yo Yo definidos en (18), es válida ya 
estimación (9). Para cumplir la desigualdad ||z. lip< 
< 8 1] Zo llp son suficientes n iteraciones, donde 


In (2 La 
nm) m0 E Y, =p 


3. Método para encontrar las magnitudes iniciales $ y A. 

De los teoremas 1 y 2 se deduce que para aplicar el método 
alternativo triangular se exige prefijar dos números 0 y Á 
en las dosigualdados (5) o (17). En los ejemplos examinados 
más abajo de ecuaciones elípticas reticulares estas cons- 
tantes serán halladas en forma explícita o serán indicados 
los algoritmos para su cálculo. lin esto, naturalmente, se 
utiliza la estructura de los operadores A, Hfi,, Ra y L,. 
Para la teoría general de los métodos iterativos, la cual no 
toma en consideración la estructura concreta de los opera- 
dores, se necesita proponer un procedimiento general para 
Obtener la información a priori, requerida para realizar 
dicho método. 


178 


Este procedimiento puede estar basado en la utilización 
do la propiedad asintótica de los métodos rterativos de 
tipo variacional (véase el punto 3 del $ 1 del cap. V1II). 
Sean los operadores A y B auloconjugados y delinidos posi- 
tivos en £f. Si en el esquema iterativo 


BE 4 Ava 0, k=0, 4, ..., 0,750 (19) 
+1 

se eligen Jos parámetros T,+1 por la fórmula del método 
del descenso más rápido 


= MR m0, 4d)... ry =Avy, Bi =rp, (20) 


Uat — A, 008) ? 


y para un número suficientemente grande de iteraciones n 
hallamos las raíces 21, < 7z de la ecuación 
D 
(1 — 7,2) (1 —Tr-1) = PrPnos Pr pa, (21) 
donde ||», es Ja norma en Ha, entonces xi, y Ty Serán 
las aproximaciones a Yi y yz en las desigualdades (7) 
respectivamente por encima y por debajo. 

Utilicemos el procedimiento descrito. Examinemos el 
esquema iterativo (2), (3), (6). Notemos que en virtud del 
lema 4 para la desigualdad (7) y, = 1/(20), y sólo y, de- 
pende de los datos apriorísticos. Nosotros trataremos, sin 
hallar por separado Ú y A para las desigualdades (0), encon- 
trar inmediatamente la expresión para y, como función del 
parámetro iterativo tw. Á esta expresión nosotros le daremos 
la forma (40), indicando los valores correspondientes de 
S y A. Entonces del lema 1 hallaremos 0, mediante la fór- 
mula (11), y yi, ya correspondientes a 0, mediante la 
fórmula (12). Para el conjunto de los parámetros ta utiliza- 
remos (3). 

Encontremos la expresión buscada para y¡. Tomemos 
o=Ó0 y aplicando ol método (19) — (21) hallaromos z,. 
Considerando que en (19), (20) se ha realizado una cantidad 
suficiente de iteraciones, y teniendo en cuenta que para 
w =ÓÚ el operador B = LD, obtendremos la desigualdad 
aproximada 


ALIS A, 21 >0. (22) 


A continuación, tomemos 1 = (0, > y mediante el mé- 
todo (19) — (21) hallaremos x,, así que x, > Ú y 


ÁBSA o E (D+ 044 PR ,DARY)SLA, (23) 
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8 z , == ; qa . Uy 
al mismo tiempo se ve, que x,w, < 1. Escribamos (23) en 
la forma 


1D +2 RDARISL(Í— 2,01) A 


y sumémosla con (22), la cual multiplicamos con antíci- 
pación por cierto coeficiente a >> U indeterminado por aho- 
ra. Obtendremos 


(2%, +34) D +2 02R,DARA<(1— 20, +0) A. (24) 


Diviídamos esta desigualdad por Gx, + %,, añadamos a Jos 
miembros derecho e izquierdo el sumando wA y elijamos a 
de la condición 


7,0% = 0? (az, +7); (25) 


entonces la desigualdad lranslormada tendrá la forma 


D + 0A + 02R,DUR, = BSTA, 
1 


donde 
1_ 4 e l—2,0, 0 
aa (28) 


De (25) hallaremos «: 
a = 2, (0 — 09 (0*x,). 


Ya que a debe ser positivo, cnlonces la expresión (20) 
tendrá lugar para Ó<0<X oy. Sustiluyendo el a hallado 
en (26), obtendremos 


1 1| Ey — Ty — 2/7/05 
== A Ye 9 e ATA (0, 
Y 1 2,7,07 


Comparando esta expresión con (10), obtenemos, que en 
calidad de Ó y Á se pueden tomar 


Ly — Z, — ET, (0 
== Ly, A = 4 AL ñ 
x,7,607 


Señalemos que 0,, hallado por los 0 y Á indicados de acuerdo 
con (11), pertenecerá al intervalo (0, 01), si se cumple la 
desigualdad 21,< 2, (1 — 2,01). Si esta desigualdad no se 
cumple, entonces se debe aumentar (6, y realizar los cál- 
culos indicados de nuevo (se recomicoda tomar 0, = 2/x,). 
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4. Problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo. llustremos el método altor- 
nativo triangular en cl ejemplo del problema de Dirichlut 
de diferencias para la ecuación de Poisson en el rectángulo 


G=(0<%<!,. a =1, 2) 
NY= Yz a, FYzqe = PH), TEN, 
y (2) =g (2), Ey (27) 


sobre la red w = fi, = (hi, hay EG 0<i< Y, 0< 
<iSE Nor Ra = la Na, a = 1, 2) con frontera y. 

Para ol ejemplo dado A os el espacio de las funciones 
reliculares, definidas sobre «», con el producto escalar 


(u, v)= 24 1(2) v (x) hyha. 


El operador A se define por la igualdad Ay = — Ay, donde 


yEH, yEH, e y 2)=y (2), rEo, e y(:2)=0 para z€y. 
El segundo lei ro f lo eIOnOS de la forma usual: 


(2) =9 (0) +7 7 (+= z 0» (2), donde 


g(0, 23), 1, =h,, 

p, (17) = O, 2h<2,<!, —2h,, 
g (l,, 22), 1, =1,—hy, 
g(z,70), z2=ha, 

P2 (1) =3% 0, 2h¿X 2:< l¿— 2hz, 
8 (%j, la), ro=l¿—fz. 


Entonces el problema *(27) se escribe en la forma de la 
ecuación (1). 
*”* El operador Á es 'autoconjugado y definido positivo en 
H, puosto que él corresponde al operador de Laplace de 
diferencias para las condiciones de contorno de Dirichlet. 

Ocupémonos ahora de la construcción del operador B. 
Vamos a examinar la variante clásica del método alterna- 
tivo triangular, para la cual en (6) pondremos 


D =E. (28) 
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Definamos ahora los operadores de diferencias HR, y Ay, 
los cuales actúan sobre las funciones reticulares definidas 


sobre 6, de la siguiente forma: 


2 2 
1 1 
Ay =— y Te Eo Ry = > Ta 9% TEO. 


a=1 o.=x1 


Es evidente. que %R,+ HR. = A. Utilizando las fór- 
mulas de Green de diferencias, obtendremos fácilmente, 


que para las funciones reticulares y (1) € H, u (1) € H, 


es decir, definidas sobre «+ y que se anulan sobre y, 
tiene lugar la igualdad 


(Ry, 1) =(Y, Ree) (29) 


Dofinamos sobre Ff los operadores HF, y RF, de la si- 
guiente forma: Roy = — RG a =41, 2, donde y € HH, 


y € He y (1) = y (2), € wm. Entonces en virtud de la 
definición. de operadores de diferencias 2H, y de la igualdad 
(29) se cumplen las condiciones (3), es decir. A = R, + Ro, 
PR; = Ri. Teniendo en cuenta (28), de (6) obtendremos la 
siguiente forma del operador $: 


B=A1(E— O0RN(E + 0oR.). 


IHlallemos ahora la información a priori necesaria para rea- 
lizar el método alternativo triangular. En el caso dado ella 
posee la forma de las constantes 6 y Á en las desigualdades 
SESLA y RR. L(A/4) A. Es evidente que en calidad 
de Ó se puede tomar el valor propio mínimo del operador 
de Eaplace de diferencias 


4 sh 4 wr 
Si 24 2 gap2 92, 
Ó js? + 7 sen a 


La estimación para A está hallada en el punto 4 del $ 3 del 
cap. TX. (los operadores R, y Roy, definidos aquí y allá, 
coinciden). Tenemos Á = 4/hj + 4/h3. 

Así puos, está obtenida la información necesaria sobre 
$ y A. Del lema 4 encontramos el valor óptimo para el 
parámetro 07, y también y; y ya. Los parámetros itera- 
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tivos 1, se calculan por las fórmulas (8). El el caso particu- 
lar, cuando V, =N,=NÑN, kh, =l, = [, obtenemos 


8 ag A _ 8 2 oa 7 
0= mbps Ars 9 - 80nÍ 7, 
-2VYn_ y a 
E= ra = 2 Y y =2 sen da E My = 
hs 
4 sen HA 


2 


En este caso del teorema 1 para el número de iteracío- 
nes n tendremos rn =>h)y (8), donde 


_ IQ) _ YN De dd 
ny (2) 213% cy 2 Va ln 0,28V N in < 

es decir, el número de iteraciones es proporcional a la raíz 
de cuarto grado del número de incógnitas en el problema. 

En el punto 4 del $ 3 del cap. IX. para el método de 
relajación superior, aplicado a la resolución del problema 
de diferencias (27), fue obtenida la siguiente estimación del 
número de iteraciones: 


nn, (e) = 0,64N In (1/8), —(V = ¿/h). 


La comparación del método de relajación con el método 
alternativo triangular muestra una superioridad explí- 
cita del último. Aunque en la realización de un paso itera- 
tivo en el método alternativo triangular es necesario gastar 
dos veces más operaciones aritméticas que en el método de 
relajación, el primero posee una ventaja esencial en el 
número de iteraciones, lo cual asegura la efectividad general 
de este método. 

Ponemos ahora el número de iteraciones para el método 
alternativo triangular con los parámetros do Chcbishev 
examinado aquí para el problema de diferencias (27), en 
dependencia del númoro de nodos N por una dirección de la 
red cuadrada «9 para e = 107 


N = 32 n= 46 
N = 64 n = 23 
N = 128 n = 32 


La comparación con el número de iteraciones del método dé 
relajación superior, la cual está expuesta en el punto 4 
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del $ 2 del cap. JX, muestra que el método de relajación 
exige aproximadamente en 3,0—7,0 veces más iteraciones 
que el método alternativo triangular. 

OBSERVACIÓN 1. Si en lugar del rectángulo G examinamos 
el paralelepípedo p-dimensional G = (0< La E la, a = 
= 41,2, ..., p), y en él el problema de Dirichlet de dife- 
rencias para la ecuación de Poisson 

2 
E PY ON — q (2), reo, 
Qa=ri a 


y (2) = g (2), TEV 


sobre la red rectangular 0 = (1; = (iy, iohas .. ., ¿pfp) € 
EC 0< LE Na haNa =l y, 0 =4, 2, ..., pj, enton- 
ces Tos operadores de diferencias HF, y 4H, se definen de Ja 
forma ias: 


A, PR, e Ye, Ay= YN Ba Y oo > Eo. 


o0=1 =1 


En este caso en las desigualdades (5) para D = E se de- 
be poner 


5= Do E, A= Ss 3 > 


a =1 


ya que 


RIP = (RA y 2-13 2 AS 
a=1 


<3 Y + z [17 P<(Y il Y). 


o==1 af 


Con esto cuando N, = y, - =.  =N, =N, l =l = 
=...=l,=l para el número de iteraciones tencmos la 
estimación 


n>n.(e), nole A mn =0,28/Nin2, 


la cual no depende del número de dimensiones p. 
Examinemos ahora las preguntas relacionadas con la 
realización del método alternativo triangular para el pro- 
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blema (27). En el punto 1 fueron expuestos dos algoritmos 
para encontrar Y, +1 por y; prefijado para el esquema ite- 
rativo del método. Examinemos primeramente el segundo 
algoritmo. Para Y = E él posce la forma siguiente: 

Tu = ÁYn — Í, 

(E + 0) 0. =Fp> (EH 0¿R2) 01 = Up, (30) 

Yuri = Yn — Th41itPp, k == O, La co... 
Este algoritmo se debe emplear cuando los parámetros T; 
no se eligen por las fórmulas (8), sino por las fórmulas de los 
métodos iterativos de tipo variacional. 

Utilizando la definición de los operadores 4, RP, y R, 


pot medio de los operadores de diferencias A, %, y Ro, 
se pueden escribir las fórmulas (30) en la forma siguiente: 


mtb) = (pp) Op (i—1, 1) + 


+ya (+4, 13 [Ya (E, 0) +0 (E) I+ DI 06, 7), 
(31) 
1ISi<N, —1,1<i¡<NV:¿—1l, Ynly = £- 
y (1, $) = 0001 (11, $) + Poor (E, j— 1) + 
Hp AF» (i, $», 
== Ll, Ns. PE lr Va Ls (32) 
0, (0,)=0, 1SISN¿—4, 01 (1,0) =0, 
SiS N, — 1. 
Aquí el cálculo se lleva a efecto, comenzando por el punto 
¿=1,j =1 bien sea por las filas de la red (w, es decir, 
al crecer ¿ para j fijo, o bien por las columnas al crecer j para 
¿i fijo. 
Dj (i, $) = 000, (14 4, 7) + Pos (1, +4) + 
as AU (2, 7», 
¿== N,—4, N, —2....1, j=N,— 1, 
No —2,..., 1, (33) 
a (NV, )=0, 1<i<N¿—1, 0; (E, Na) =0, 


1<1< N, — lo. 
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Aquí el cálculo se Jleva a efecto, comenzando por el punto 
i= N,—1,j =N, —1 bien sea por las filas, o bien 
por las columnas de la rod al de erecer el índice correspon- 
ecos io j. Como resultado y, ,, se determina por las fórmu- 
as 


Yn+a (E, 3) =Yn ll. 7) — Togo (E, 7), 
ISiSNM—1, 1<i<N 1, (34) 
Un +1lY = 8. 
Aquí se emplean las siguientes notaciones: 
Woh3 ph 


LE O MR? PO AO AT 
han 


% (39) 


— AzRGH- 0 (MITAD 
Ya que €, P, 42>0 y a+PB+»x=l, enfonces el cálcu- 
lo por las fórmulas (32) y (33) es estable. Un cómputo 
elemental de las operaciones aritméticas para el algoritmo 
(34) —(35) da Q,y = 10 (N, — 1) (N, — 1) operaciones de 
adición y resta y Oa = Q+4 operaciones de multiplicación, 
y en total O= 20 (NY, — 1) (N, — 1). 

Tomando en consideración la estimación hallada ante- 
riormente para el número de iteraciones, obtendremos que, 
para calcular la solución del problema de diferencias (27) 
mediante el algoritmo (34)—(35) con exactitud 8 se debo 
gastar en el caso N, =N, =N, Ll =f,=l 


Q (e) =5,6N3V N In (2/2) 


operaciones aritméticas. 
Icxaminemos ahora el primer algoritmo, el cual tiene 
en este caso la forma 


1 =(£ + 0yHt) (E q 04 Ha) Yn — 
— Tari (AYn — f), (30) 
EX od) == (£ — Oplto) Yn+1 = Y. 
3n este algoritmo al pasar a su escritura en diferencias nos 


será cómodo trabajar con funciones reticulares, definidas 


sobre w y que se anulan sobre y. Estas funciones coinciden 
con Y;, Y Y Y. +1 Sobre 0) y, como es usual, se designan por 
a 0 a] ” : eS 
Un, UY Y Yn+]. Para obtener una aproximación a la solución 
del problema (27), ella so debe dofinir así : y, (1) = Y; (2) 
para € 0 y Ys (2) = g (2), € y. 
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Para realizar en (36) el paso a la escritura en diferencias 
(puntualmente), es necesario definir el operador de diferen- 


cias %, el cual correspondo al producto de operadores *R, 
y Ro. Notemos que en virtud de la definición los operadores 
R, y R, se escriben de la siguiente forma: 


[dh ds) 2 SN 1, 2 GEN, 
FU HA i=1, ¿<< ¡<N2—1, 

Ya tar 2<iSN,—1, j=1, 

[la 7 dr 1<iSN,—2, 1<j<N,—2, 
| HUT Va ¡=N —1, 1<]<N¿—2, 

—5 Un Ep 1<i<N,—2, ¡=M2¿—1, 
(Fr) i= M4, ¡2 Mi. 


Los razonemientos muestran que si el operador 9 se define 
de la forma siguiente: 


2 
> 1 1 
RY= 2) ma Vas, HT aga PY aj 0 E 0, 


=i 
donde 
[0 2£i<N, —1, 2<]<N2—1, 
| ¡=1, 2<j]¡<N2¿—1, 
q(, 05 +n> 2<i<N,—1, =1, 
2 
1 1 Ñ 
Lat i=1 J-1, 


entonces A,R.y = — Ry, donde YyEH, yEdT e yíz) -= 
—= y (2) para x€ 0. 
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Utilicemos Ja definición de los operadores A, R, y Ra, 
y también la expresión obtenida para R,Ro y oscribamos 
el algoritmo (36) en la forma 


Pa (ls A = [dr —0 (8, $) 03, (8, + 
+ a+ LA (+1, A (11, + 
+ Bara Un (ds JH) E (e 01 + 


+elali=d, 40H (44, DI br (ld), (87) 
donde está designado 
Ort E — + (1 mE +) y 


— His o Ls o 
e e A DA 


e O = 1 — 2 (0944 5 Da 4 0)- 


A continuación 


v (e, j) = qu (í 0 1, j) as po (i, j— 1) + “Ph (í, 7), 


A E A A (38) 
D(00p)=0, 1<i<N¿—4, v(,0)=0, (< i< 
< Ni — 1, 


Uns (E, 1) 080 (044, 1) + Bios (ls 31) +01, 7), 
i¿= NN, —4, Ni a ds i=N,—1, 
N,—2,... 1, (39) 


Yn+aly = 0, 

donde a, $ y x están definidos en (35). El cálculo del número 
de operaciones aritméticas da OQ, =[M1iN, V3— 
— 10 (N, + Na) + 10 operaciones de adición y resta y 
Qa = Q. operaciones de multiplicación, y en total Q = 
== 22N ,N, — 20 (N, + Ny) + 20, Esto es aproximadamen- 
te en 1,1 veces mayor, que en el algoritmo (31)—(34). La 
ventaja del algoritmo (37) —(39) consiste en que aquí no se 
exige memoria complementaria para conservar la infor- 
mación intermedia Pr (2, ), v(, j) y la aproximación 


nuevamente definida Y,+, (€, $) se ubican sucesivamente 
o 
en el lugar que ocupaba y (i, 7). 
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OBSERVACIÓN 2. En el caso de p dimenstones el operador 
R tiene la forma 


Pp 1+p 
Ry = SL AE mz Yi xo + > 2 EA HT Vx, +4Y» 
G=xj a=1 Brxa 
donde 

p l A 
. s . la, 4 0, ¡4 
q bis E r ro. Y ) = HA y Ó » =| . e 
(rs ñ ad 2 he Ee 4 1, i=]. 


OBSERVACION 3. Ál método alternativo triangular de blo- 
ques le corresponde Ja siguiente definición de Jos operadores 
de diferencias Y, y Ro: 


: 1 1 A 
Hy= 7 ao 7 ha Yzg> Hoy = q ÓN 7 YUxg: 


En este caso para invertir el operador B os necesario utilizar 
el método de factorización tripuntual. Esto conduce a] aumen- 
to de trabajo computacional en una iteración, lo cual no com- 
pensa la pequeña disminución del número de ¡teraciones 
(aproximadamente en 1,2 veces). 


$ 2. Problemas de contorno 
de diferencias para ecuaciones elípticas 
en un rectángulo 


1. Problema de Dirichlet para la ecuación de coelicien- 
tes variables. Examinemos ahora una aplicación del método 
alternativo triangular a encontrar la solución del problema 
de Dirichlet de diferencias para la ecuación elíptica sin 
derivadas mixtas 


2 


Ay= 2 (84 (2) 93), = —P (2), 7E0, (1) 
y (1) =8 (2), EY 


en un rectángulo, donde w = 0 | y 0s una red rectangular 


uniforme con pasos kh, y ha: o x= (2; = (ikt,, jha), OS 
<iZLE Ni 0<j]< Vo RaÑa = lu, a = 1, 2). Supondre- 
mos, que los coeficientes e a) satisfacen las condiciones 


0<aA Za mM a=1, 2. (2) 


Exigiremos también, que para j fijo i<ji< NÑN, — l, el 
número de nodos de la red o, en los cuales (a,),, = O (47). 
:so4 finito y vo dependa de A,. Esto significa que el coofi- 
ciente correspondiente en la ecuación diferencial posce un 
número finito de puntos de discontinuidad por la dirección 
x, para cada za fijo. Una exigencia análoga debe ser cum- 
plida también para (292).,. 

El problema de diferencias (1) se reduce a la ecuación 
operacional 


Au =/ (3) 


de la manera usual. Aquí A es el espacio de las funciones re- 
ticulares, definidas sobre w, con el producto escalar 


(u, )=2 u (2) v (1) ho, 


Ay=—Ay, y€EH, yE HA y y(2)=y(%) para Eo; 
4 4 
Ho=e(0)+F 004 02 (2), 
2 
donde 
Gi (Ry, 22) E (0, Zo), 2,¿=%), 
Pp (2) =34 0, 2, <2,<!, —2h,, 
dy (L,, 22) E (l,, 23), 2,1, —Ay, 
alt, ho) g(t,, 0), t=ha, 
Pa (1) = O, ¿hy Xh %e Á Ly — Lo, 
Az (%,, 9) E (4, la), T2= la — ha. 
Utilizando las fórmulas de Green de diferencias, hallare- 


mos, que el operador A es autoconjugado en ff y tiene lugar 
la igualdad 


he] le] 2 o 
Ay, 1) =—(Ay, Y= Y (028, Da. 6) 
donde 
la, ta-Rg 


(ue, D), = y > u (x) v (1) hohg, 


Xx a =% a *p=h B 


B=3—0, a=1, al 
190 


Para la resolución aproximada de la ecuación examinaremos 
el método alternativo triangular, construido para la uti- 
lización de un regularizador il += A: 


Bl Aya Í, fe==0, 1, ..., Yo€ HB, (9) 


B=(EF+FOR)(ES+)o0R) Ri= Ri, 
MAR 


El regularizador R lo eligiremos de la manera siguiente: 
o o o. 
Ry = — HAY, HY= Yoo TY ag? yEld, (6) 


y definiremos Jos operadores 2, y KR por las fórmulas 


2 
e 4 A 
Boy) =—Ray, Ry=—Dd, Ta Ya) AU 


O =z1 
2 


1 
== y Ra Ita" (1) 
a=1 


En el punto 4 del $ 4 fue mostrado, que para los operadores 
R, y Ra aquí definidos tienen lugar las desigualdades 


SESR, RRAS(MR, 


2 2 


a=1 a=1 


A continuación, utilizando las lórmulas de Green de difo- 
rencias, obtenemos 


Le] o 2 o 
(Ry, y) = (Ay, Y= 2 (is Da: (8) 


Por consiguiente, de (2), (4) y (8) se infieren las designalda- 
des c RLZAX<cC,R, cc, >0. Ya que el operador R es axuto- 
conjugado y definido positivo en ¿f, entonces para el método 
examinado'tiene Jugar el teorema 2 con Y = £ en el cual 
está indicada la clección de los parámetros iterativos w 
y ftr). De este teorema obtenemos la estimación para el 
error 


| Zn llo < Un !) 2y llo, D = A, Bo AB A, 
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donde 


q =P p VE ela _2V0_ qa 
A AY E a 14ya * 4” 


Para y pequeño obtendremos una estimación para el número 
de ¡teraciones: 


a ta 1n (210) a 
n> ng (2), nt) Y 2 E, n=377 + 

De aquí so deduce que el número de iteraciones es propor- 
cional a Y c,/c, y es racional utilizar el método (5), (7), 
cuando cesta relación no es demasiado grande. 

2. Método alternativo triangular modificado *). Gon- 
tinuemos ol estudio del método alternativo triangular pára 
el problema de diferencias (1) en el caso, cuando los coefi- 
cientes a, (x) varían fuertemente, es decir, la relación 
Calc, es grande. 

Examinaremos ahora para la ecuación (3) una variante 
modilicada del método alternativo triangular 


B ES + AY, =f, k=0, Le ...3 (9) 
+1 
B=(8 + 0R)D"(8 + 0Ry), Ri =H% 
R, + Hi, =4, 


donde ponemos Zy =d (x) y, 21€ (6. Aquí d (x) es cierta 
función reticular positiva sobre «w sujeta a definición. En 
este caso BD es un operador autoconjugado y definido positi- 
vo en Hf. La función reticular d (x) juega en (9) el papel de 
un parámetro ¡iterativo complementario y permite tener 
en cuenta las singularidades del operador A en cada nodo 
x de la red w. 

Definamos ahora los operadores R, de la forma siguien- 


te: Roy = —Ruy, Y E H, y € HB, donde 


2 
Ru=- 2 (a +9)» (10) 
a=1 


La 


2 ati 
Ry= >, (E Yao + ha y), TEO, 
a=1 


y ar" (2) =4, (24 + hy, 22), ar" (2) =a7 (2,, 2 +] ho). 


*) Véase A. B. Kucherov y E. S. Nikolaiev. (RMS y FM, 16, 
No. 5, 1976; 17, No. 3, 1977.) 
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Mostremos que dos operadores ft, y ¿to son conjugados 
en E. Para esto es suficiente mostrar quo tiene lugar la. 


igualdad (Ay, p) = = (Y, Ro, y cH, vÉE H. De las fór- 
mulas de Greon de diferencias para las funciones que se 
anulan sobre y, y de la fórmula de diferenciación de dife-. 
rencias del producto de funciones reticulares (yv), = 
= Y "Dx, YT Yx Y se deduce que 


2 2 
o [>] 4 o o 4 o o 
(Riy, y) O ) Ra (Laya s v)— > 2Ro (Lal D) 7 
005 


a=1 


2 
+ > [+ (y, (12v)z)— zz (asado v)]= 


S , 


O ó 1) 0] O o 
= Y [L(4, a20.0) + zar (Y ax 0) =(Y, Ra). 
a=Ñi 
La afirmación está domostrada. 

Puesto que R, + Ri, = A, entoncos en virtud del teo- 
rema 1 la información a priori para el método alternalivo 
triangular (9) posee la forma de las constantes 6 y Á de las 
desigualdades 


EDLA, RIDAR SEGA, 8>0. (11) 


5 0 , ; l ¿ 
Como Ja relación y = ñ determina el número de iteracio- 


nes, entonces la función reticular d (x) debe ser elegida de la 
condición de maximalidad de esta relación. | 

Ocupémonos ahora de la elección de la función. a (a) y 
de las estimaciones de 0 y A. Jlemostremos primeramente 
una desigualdad. 

LEMA 2. Sean Pa (5), Ya (2), Un (2) y Va (1), a =1, 2 
las funciones reticulares definidas sobre w. Entonces para 
Pre x E tiene lugar la desigualdad 


[ Y (Pata +00] < 


Ó=1 


<(1 48) (1941 +% 1911) MA a 7) | 
+42 (palo 1921) (Ipaluz+ 2 03), (12) 
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donde e (2), %, (1) y %, (1) son las funciones reticulares arbi- 
trarias positivas sobre 0. 

En efecto, utilizando e, la desigualdad 2ab< ea? + 
+ bife, e >0, obtendremos 


2 
| 2; (Palta )- ZaVa) 1 a (Pstta «> q104)? uN 


Crd 


+ 2 (pgU, + 9104) (Pauta + 9202) + (Palta + 9202)? < 
<(1+e) (pu, + qu)? + 


=— (paa + qa02)?. (13) 
Utilizando de nuevo la desigualdad indicada, hallaremos 
(Palta + JaVa)* == ADA + 2PoLaUaVa Y qava < 
1 
<piuz+|Pal 101 (%ouk-+ vé) + ghvh= 
= (|Pal + %a |4a)) ( |Pa] uz y al va.) , X42>0, a=1, 2. 


Sustituyendo la desigualdad obtenida en (13), tendremos 
(12). El lema está demostrado. 

Aprovechemos la desigualdad (12) y también la defi- 
nición de los operadores R, y Ry y hallaremos, que 


(R,DAR y, y) =(DAR y, Rey) = 


atico 2o, 


2 
= (7 2 (FE Yra rt y)» 1)< 


4 9 0,5% ha | o 
<(GP (14 0,5hp4 141211) (8, + 2), 1) + 


1i+s8 2 1 
+ (E (17 +0,5hoa (42:41) (0742, + 

0,ÍA, [67 | o. 
+tT—m Y ). 1) 
Senalemos que en (12) en lugar de Pu, Qu Ua Y Ve 

Ñ ati o 4 o 
pusimos Pa Za = 0,0% ax Ua = Yo Va = Y a = 
=1,2. Bxigiremos que en la desigualdad obtenida x, sea 


la función solamente de Z¿, y Xz Únicamente de x,, es 
decir, pondremos 


la = Xa lp) P=3—0u, a=4,2. (14) 
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Pongamós 
a: +-0,5%h o Aaa! 10, (2,) 


8=8 (1) = ATT) (15) 
y definamos d (x) de la forma siguiente: 
2 
d (1) = >, (az + 0,5% a [Aax, 1) LE RE” (16) 
QG=u1 
donde 0, = 0, (2p), PB =3—a,a =4, 2, son las funcio- 


nes reticulares positivas sobre «w sujetas a dofinición. 
Sustituyendo (15) y (16) en la desigualdad obtenida 
anteriormente, tendremos 


a E a lara l_ 
(R,DARyY, VS Y y da Ya D+ >: (e ara Y y, 1). 


Ya que 8, no depende de x,,, entonces, utilizando el produc- 
to escalar (,), introducido anteriormente, obtendremos que 


(Er )<(E 1), «112 


a 


Por consiguiente, 


2 
(RDAR, SY (Eva, 1), + 


Qui 
(tax, | y? 
+3 (sar Ha ” 1). (17) 
Elijamos ahora 0, y %a- a 


0 = (1, = ifiz, I<i<N, —Í, RN, = 1), 
= (a == if, 1<iS<N, AN, =1) 


y definamos 
(u, Udo, = 2 ula) o (2)h, 
x¿t0 
(u, Doj= 2 4(z)v(z)h;. 
Enf 
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De ¡modo análogo se introducen 3 y 0%, y también 
(U, Dl, Y (u, U)oj: Entonces es fácil ver, que tienen lugar 
las relaciones 


(u, v) = ((u, U)or 1)u, = ((u, V)eoa» do» (18) 

(u, Da =((U, V)otr Dog PB=3—0, a=1, 2, | 

Sea ahora dy (2p) = máx v%(x), a=1, 2, z¿Ewp, donde 
cm 

v% (7) para zp fijo es la solución del siguiente problema 

de contorno tripuntual: 


+1 


Ga 
(2405 Jo A E > Po Em < lo, -—Re, (19) 


ya (x) == O, Ta = O, bos Lg € 0 g- 


Entonces en virtud del lema 13 del punto 4 del $ 2 del 
cap. Y obtenemos 


+1 
Lo o 


(+ yo, 1), <ba (2p) (SaYz > Mos a=1, 2. 


Multipliquemos esta desigualdad por 0, (2g) y adicionemos 
escalarmente por w0g. Entonces en virtud de (18) tendremos 


9uatt o o 
(FP, 1)< atada, Das 01,2 (20) 
Sea €. (2g) = máx 0%(1), a=1, 2, 264€ og, donde w* (2) 
x,_E0 
para zp fijo es la solución del siguiente problema de con- 
torno tripuntual: 
| Ger y | 


(2.07 )xa A 2ha , Ra, <ÚYa X= la a Pos (21) 


yy (x) == O, La == 0, bas Lp € Op- 


Análogamente a como fueron obtenidas las desigualdades 
(20), en virtud de (14) tendremos las desigualdades siguien- 
tes: 


ada lo. | > 


a y2, 1 ) <(adatalaY y, > Dar a=1, 2, (22) 
laz. | > Ca o _ 
(e ye, 1) <= Los CaYz, > 4 7 , a=1, 2, (23) 
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Adicionemos ahora las desigualdades (20) y (22) y sumémos- 
las por «. Entonces en virtud de (16) obtendremos 


(dy?, 1) =(Dy, y S (lata + Da) ata, Da: 
Eligiendo 0, según la fórmula 


1 
SN a ol p=3—a, a=1, 2, (24) 
y teniendo en cuenta (4), de aquí hallaremos que dt] ys 
< (Ay, y). Por lo tanto, on (11) se puede poner Í = 
Estimemos ahora A. Para eso sustituyamos 2 a en » (47) 
y tengamos en cuenta la elección de 0, por la fórmula (24). 
Como resultado UN la estimación siguiente: 


AA 


Elijamos ahora el x, óptimo de la condición de mínimo 
según *X. de la expresión (1 + c4/%g) [02 + “¿Hg). Obten- 
dremos Xy (254) = V da (2g), Pp=3B—0,0=1, 2 y con 
esto 


2 [+] 
(R,DA Ry, y) < Y (Co + Y ba)? Calz Da: 


Comparando esta estimación con (4), hallaremos que en las 
desigunidades (11) se puede poner 


A==4 máx Sd (ca (22) + V do (29), PB=3—a. (25) 


Gaal, 2 


ad: he expresiones obtenidas para X,¿ y Ú, en 
(16), obtenemos para la función d (x) una representación del 
tipo 


2 * 
an laxwx | 1 
dlx)= e BS as A : , 26 
ds 2 Zha ene ER e 


De esta forma, hemos hallado la función d (1) y las constan- 
tes Ó y Á. Ahora queda por aplicar el teorema 1. Señalemos 


que como 5 = 1, entonces 0, = 2/Y A, y para el número 
de iteraciones es válida la estimación 
Y A ln (2/8) 

2YV2 


nn918), no(e) = 


197 


A. continuación, en virtud de las condiciones (2) de (19) 
y (21) obtenemos que b, = O (1/h4) y ta = O (1/R¿), si el 
número de puntos en los cuales ¿y = Ó (h-2), es finito. 


De aquí se deduce que n, (e) = O (YN ln (2/8)). 

Detengámonos ahora en la realización de la variante cons- 
truida del método alternativo triangular (9). Al principio 
para zp fija, hi < 14¿< lg — Ry, se resuelven por el método 
do factorización los problemas de contorno tripuntuales 
(19) y (21) y se encuentran los valores de b, (rg) y Ca (5g), 
a = 4, 2, Estas cuatro funciones reticulares unidimensiona- 
les 38 memorizan y se utilizan en el proceso de las iteracio- 
nes para calcular d (x) por la fórmula (26). La sencillez de 
la fórmula (26) permite no conservar la función reticular 
bidimensional d (x), y calcularla de nuevo a medida que 
sea necesario. 

Después, por la fórmula (25) se encuentra Á y se pone 
0 =4. Los valores de los parámetros iterativos (0 y 7, 
para el esquema (9) se determinan de acuerdo con el teore- 
ma 4. 
Para encontrar la aproximación Ya+, Por Y, dada se 
utiliza ol primero de los algoritmos descritos para el método 
alternativo triangular en el punto 1 del $ 4: 


(Y + Opt) V = Qh, (Y + 092) Yn+1 = Do, 
Pr = (LD + 0) DA(D + Ra) Y. — Tryr X (27) 
A (AYr a Í). 


Sin detenernos en detalles citaremos la forma de diferen» 
cias del algoritmo (27): 


V(.j=0 (1 p)0(—14,p)+Bpo0(,]—1) + 
+ 4 li, j) Pr (i, 7), 

i=4,2,... NN —tj=14,2... NM —f, (28) 

P(0,)=0, ASXISN,—1, v (6, 0)=0, 
SiN, —4. 

Yn+r (1, 7) = 0% (, DYrr (+4, + 

+ Ba (z, j) Yh+1 (1, +4) - % (ie, a (, Hol, 3), 

i=N dr cad, NR, .. 1, (29) 
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donde | 


I 
re (0p8 y e (Dag po 0pajx e watx 
Ay = qn , By = h2 Es Ay = h? , Pa —¿— , 


L=d+09 ! a az E a]. 

El segundo micombro (pr di j) se calcula mediante las fór- 
mulas 

Pr (2. A TE 

Xx Yr (HERA, IES P+R (4, px 
NS E E EN ES 


e dle aci 
Xx Y (0,10) +6(G0—4d, Py 61, +4) + 


A E 
1<1< N, —1, ISjE Ne — 1, 


donde | 
a > Ha = (tri ná E , a=1, 2, 
Jo Le — 21991 (1—p00)], 


y al mismo tiempo P(0,7)=0, 1<j<N,—Í, 
0(1,0) =0,1<1i<N, +41. Notemos que en virtud 
de (25) y (26) son ciertas las da 


ES A 4 la 
+ Vm<Li=t, a > 0, Y a 
Q=4 


De aquí obtenemos 


2 
as “Fla | (ta, | azota 
—=d + (Do > 2h3 A Do y) ( + ET ) = 


a=1 


y at £í 
= 0 (máx ($, +) +máx (E, 2) 
| 


máx (0%, q) + máx (Pur Bs 1. 
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De aquí se deduce, que a; + f,<1 y % + P.< 1. 

Por eso el cálculo según las fórmulas (28) y (30) es estable. 

3. * Comparación de las variantes del método. Más arriba 
para resolver el problema de diferencias (1) fueron construi- 
das dos variantes del método alternativo triangular. La va- 
riante (5), (7) está construida a base del regularizador R, 
mientras la variante (9), (10) utiliza un operador 2, el cual 
se elige de una manera especial. Estas variantes se caracteri- 
zan por. una misma dependencia asintótica entre el número 
de iteraciones y el número de nodos de la red. Sin embargo 
la estimación del número de iteraciones para la primera 
variante depende de las características extremales de los 
coeficientes a, (2), a =41, 2, de la ecuación en diferen- 
cias (1), a la vez que para la segunda variante se determina 
por sus características integrales. 

. Comparemos estas variantes del método en el siguiente 
'ejemplo de modelo tradicional, Sea dada la ecuación en dife- 
rencias (1) sobre una red cuadrada con N, = N, = Ñ in- 
troducida en el cuadrado unidad (2%, = £, = 1), en la cual 


a, (1) =1 + < l[(x, — 0,5)? + (73 — 0,5321, 
ay (2) =1 +.10,5 — (21 — 0,5)? — (22 — 0,52), _ 
ré o. 
Entonces en las desigualdades (2) tenemos c, =1, 


Ca =41 + 0,5c, Cambiando el parámotro c, obtendremos los 
coeficientes a, (7) con diferentes propiedades extremalos. 


Tabla 10 


N=32 N=64 N=128 
C2/Cy 


5 110,19] 6, M |0, (10 1 6), (7 [(), (0) 


En la tabla 10 se cita el número de iteraciones para las 
variantes, indicadas en función del número N de nodos por 
una dirección y de la relación c.fe, para e = 10-*, Se ve 
que para los valores grandes de c,fc, el método alternativo 
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triangular modificado exige de un menor número de itera- 
ciones y al mismo tiempo el número de iteraciones depende 
debilmente de esta relación. 

4. Tercer problema de contorno. Examinemos el método 
alternativo triangular para resolver el tercer problemá de 
contorno para una ecuación elíptica en el rectángulo G = 
= ((0< 2.< lo, a = 1. 2): 


2 
%) 0 
>, 7 [ta (2) Sa )= —Ql(r) EG, 
aG=1 
e Mi (1) U— Eg (2), 270, (31) 
— Ha E 0 (1) U— 840 (2), Lo = la 
Ola 


Sobre la red rectangular o = fai; — £ih;. jes) EG, U< 
<iEN, 0<5 |< Na haÑNa = la, a =1, 2 al proble- 
ma (31) le corresponde el próblema de diferencias 


Ay =— (0), €0, 
A=A+HAg  1(0)=9(2)+3-01 (0) +3 02 (2), 


donde 


(32) 


2 
he (a Yz, Hal), Zo =0, 
Ay = (CaYz Ja Ry WT y E ly — Mas 
ME 
| A taz — Hals Za = has 
Gua (Zo), Lo¿=0, 
Pa (2) = 0, ha ET a Ela — Pas 


Esc (To), Ly = la 


Supondremos que los coeficientes a, (1) satisfacen las con- 
diciones (2) y poseen un numero finito de puntos, en los 
cuales Gay = O (Aa). También consideramos que %-y (xp) 
Y Usa (Xg) para cada xg fija no se anulan simultáneamonte 
(Alo 0, Ha 20, a + va > 0). 

Es cómodo reducir preyiamonte el problema de dife- 
rencias (52) al problema de Dirichltet en la región ampliada 


w0* = fa, = (hy, jha), ALIEN 4 1A< SN, + 
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+ 1), para la cual la red mes interior. Designemos mediante 
y* la frontera de la red w*% y definamos la función reticu- 
lar y (x) igual a cero sobre y*. Si designamos 
Ñ p (Tp) Roa (Zg), Ta = 0, 
lo (x) o 4 (Lp) az), Ra <<] Ta Sla: 
P (Lg) RaH+a (Tp), Tala HR, 0 Gl 
f(2)=p(2)p (2) f(x), zE0, 
0,5, 2g=0, lg, 

p (zp) = 1, hy LR, 

p=3—0a0, a-=4, 2, 


entonces el problema (32) puede ser escríto en la forma 


-_ 


— 2 — rd 
Ay= 2) (0047 Ja = 1H (2), 2E0, (33) 
y(r)=0, zey?. 


Recordemos que para el problema de diferencias del tipo 
(33) en el punto 2 fue construido el método allernativo 
triangular modificado (9) —(10). Por consiguiente, en las 
fórmulas del punto 2 es preciso sólo cambiar €, (1) por 
Go (2), y nosotros obtendremos un método para resolver 
el tercer problema do contorno para una ecuación elíptica 
en un rectángulo. 

Para el caso a examinar el problema de contorno tripun- 
tual (19) se escribe en la forma 


alt 
Edo EE h3 , JEEACAA 


2% (1) =0, Za = —ha, la + Ra: (34) 


Utilizando las notaciones introducidas más arriba para 
Ey, Oobtenádromos que a (34) se le puede dar otra forma 


+1 
a la 
(AU )xa = qee 15] , Ra <Á Yu <Á ta —Ras 


44 
o, 


la Vx, — AU *= — y Ta =0, (35) 
a 
— OU y, — Hp vt= —Hegs Ta=lg> 
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En virtud de las suposiciones hechas respecto a az (2), 
X.a Y X+a, el problema de diferencias es soluble. Con esto 


1 
Ba (29) =_ máx y% (q) = 0 (+7) > 0< A < lg. 


ala 


Análogamente el problema (21), el cual en este caso tiene 
la forma 


— 150; | 
(aw da — UE Za <Ú la 


we()=0, zz=—Ra l.+ho, 


en virtud de las notaciones se reduce al tercer problema 
de contorno 
(2,105 deco, = — Ra EL Ela — has 
a a 
+ hoXma] 
+1, 0 las OQ" mQ 
a 2ha 
|2a —Ra*ya] 
, 


o 
— Aa De — HH UA zm — 
a e +o 2ha 


De aquí obtenemos, que 


co (19)= máx we(x)=0 (+). 


a =ta 


y por lo tanto, 


A—=4 máx (_máx (ca (29) +V 8, (29)/)=0 (yr). 


Por eso para el método alternativo triangular modificado, 
aplicado a encontrar Ja solución del tercer problema de 
contorno (32), el número de iteraciones depende del número 
de nodos igual que en el caso del primer problema de con- 
torno. 

Es evidente, que el método de reducción al problema de 
Dirichlet descrito más arriba se puede utilzar también en 
el caso, cuando sobre cada lado del rectángulo está prefijada 
una de las condiciones de contorno de primero, de segundo 
o de tercer género. 

5, Problema de Dirichlet en diferencias para una ecua- 
ción de derivadas mixtas. Supongamos que en el rectángulo 


G=(0< 2.< ly, a = 1, 2) con frontera T' se exige hallar 
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la solución del problema de Dirichlet para la ecuación de 
tipo eliptico con derivadas mixtas 


2 | 
Lu= Y 7 [(kosla)z,)=—0 (2), 2E6, (37) 
a, f=1 dl | 
nula = g(m. zer, Fab lx) = Ego (x). 
| 


e las condiciones 
| — 
has (13020, Hal) ot (a) ha(a), 268, (88 
0OX<p<lÍ. 
Señalemos que las condice 000.08, aseguran la olipticidad 
uniforme de la ecuación (37). En efecto, examinemos para 


EG fija el problema en valpros propios para el huz de 
mabrices 


ku Kyo Ksy 0 
Ksz Ko 0 Ko2ll 


Para A tenemos Ja ecuación cuadrática (1 — A)? ht 1kgg — 
— ki == O. De aquí hallaremos 


Exigiremos el cumplimiento d 


A 


= 0. 


| 
114] == So, Lp <ASt+p. 


1ik 
Por consiguiente, tiene lugar A desigualdad 


C; E [oa (z) ta < a > ap (2) boba So k Koa (1) Eu, (39) 
q >=1l—p c4=1+p | 


donde E =(É,, 82) es un en arbitrario. De aqui en 
virtud de la condición kay (2) 2 c > ( se sigue la elipticidad 
uniforme del operador L. | 

Sobre la red rectangular, o = Les = (ih,, jh) EG, 
OS<IS<N,O0O<j]< Na RaÑal = la, a = 1, 2) le porndre- 
mos en correspondencia al “problema (37, (38) el problema 
de sido de diferencias 
Ay 13 [apyz pm AE — (tr), 20, (40) 


a, B=1 
y (x=) =8(%), Er. 


204 


En el espacio 1f de las funciones reticulares. definidas 
sobre 0, con el producto escalar 


(u, 1) = 2) 4 (2) v (2) hh 
xE0 : 
definiremos el operador 4; de la siguiente forma: Ay = 


=-—Ay yEH e y (2) =3 (0) para 2€ 0, y (2) 0 para 


| o 


z € y, y también el operador RE: Ry = —.Ry, donde 
2 
hook 
Ry = yy (CaYz dear TEO, lo (1) ===. 
ar==1 


Entonces el problema (40) $e puede escribir en forma do la 
ecuación (3), donde f (x) sei diferencia de q (7) únicamente 
cn los nodos fronterizos. Puesto que kyp (2) = higo (1), 
entonces Jos operadores A y R son auloconjugados. Mostre- 


d Je 
mos que tienen lugar las desigualdades 


CHEAÁSLOR, tr=1—P Ca=d Ap, (41) 


donde p está prefijada en (38). Jin efecto. de las fórmulas 
de Green de diferencias obtenemos 


2 
a 0 A o 0 
(Ay, y) ==" —(Ay, y)= Y 7 | (baptz, YzJa + 
2, P=i 


+u UapY ay Usa) |, 


donde el producto escalar (%, b) está definido en el punto 1 
del $ 2, y 
ly Bo lg 
ale, 0)= Y 23 ulejv(z)hiha P=3—a, a=1, 2. 
Notemos que si una do las funciones u (2) o y (2) se anu- 
la para 2g =Ó0 (o para 2 = lg), entoncos 
1=ñ1 la-ha 


a(u, v)=[u, 2 2 Pan y (23) 0(1) hh, 
t1 e 
(u, 0) =(u, v0]= 2, : uv (rv (1) Rita a=1, 2. 


x1=h] x3=hy 


Esto inmediatamente da 
2 


(dy) = D q iUbanlzy Ya, 1 blanda Ya) (42) 


A, Peri 
Á continuación, como .Fy se puede escribir en la forma 
2 
1 
Ry a uN Y UaaYz, Ja + Uaalzalz, $ 


Gui 
entonces 


e : 0 9 
My, y) = — (Ry, y)= y S (ua, Yz Ja + 


a=1i 


+ alaaVzos Ya.)) 57 


2 
= Y y (aabt, Mt laa, 1) (43) 


Q=1 


De (42), (43) y de las desigualdades (39) obtenemos 
2 w 2 a 
£3 (2 balz,s 1<(2, Ends Yz, o 1l< 


2 o 
<a(2 haabz,s 1 
y análogamente 
2 o 2 o| e 2 o 
3 [2 KaaBz Y<LA, IA 1)<ce [2 Ka Yi, 1), 


y por lo tanto, las estimaciones (41) están demostradas. 

De esta manera, el operador R definido más arriba, se 
puede utilizar en calidad de!regularizador en el método 
alternativo triangular 


Bulk Ay=f, k=0, 1, ...*k 


Th+i 


B=( 4- 0R,) DA (LD Y Ry), R¡=H, Ry 4R¿=R, 


donde los operadores R,, Ry y Z están definidos en el punto 
2 del $ 2. Allí fueron halladas ¡llas constantes Ú y Á para las 
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desigualdades DEL R, RIARASE ER, 8 >0. La apli- 


cación del teorema 2 concluye la construcción del métódo 
alternativo triangular para el problema de diferencias (40). 


S 3. Método alternativo triangular 
para ecuaciones elípticas 
en una región arbitraria 


1. Planteamiento del problema de diferencias. Construya- 
mos un método alternativo triangular modificado para re- 
solver el problema de Dirichlet en una región acotada arbi- 


traria G con frontera T' en el caso de una ecuación elíptica 
de coeficientes variables 


2 
> 2 [ha (z) -. )= — p (z), EG, (1) 
Qu1 


ulx)=glx, zEel, k.(0>c>0 a =14,2. 


Supongamos, que Ja frontera ' es suficientemente suave. 
Además, para simplificar la exposición consideraremos que 
la intersección de la región con una recta que pasa por todo 
punto € G paralelamente al eje de coordenadas Ox,, a = 
= 1, 2 consiste de un intervalo. ? 

En la región G construiremos de modo siguiente una red 
no uniforme w. Tracemos la familia do rectas Z, = Za (ia), 

=0, +1, +2, ...,4 =4, 2. Entonces los puntos 
. = (a, (11), Za (1), ¿= (E, 1) forman una red funda- 
mental sobre el plano. A un punto x, de la red, que por- 
tenezca a G, lo llamaremos nodo interior de la red o. Al 
conjunto de todos los nodos interiores, como es usual, lo de- 
signaremos mediante 0. 

La intersección de cualquier recta que pase por el punto 
zx; € w paralelamente al eje Ox, con la región G es el intervalo 
A. (x1). Los extremos de este intervalo los llamaremos nodos 
de frontera por la dirección z,. El conjunto de todos los 
nodos frontera por z, lo designaremos mediante yy. La fron- 
tera de la red wm es y = Y U Ya, de modo que o = w U y. 
La red w está construida. 

Introduzcamos una serie de notaciones. Designemos me- 
diante 04 (2g), Pp =3—0, a =41,2 el conjunto de los 
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nodos de la red «w que se encuentran sobre el intervalo 
Ay; mediante 06% (25) el conjunto que consta de 04 (1p) 
y del extremo derecho del intervalo A,; 0 (Es) que con- 
siste de 0, (£g4) y los extremos del intervalo A, 

Designemos por zm y zio) los nodos vecinos de 
xr E 07 (xp) a la derecha y a la izquierda y que pertenecen 
a 04 (24). Notemos que si, por.ejemplo, xt+!a) E y, entonces 
este nodo puede no coincidir ton un nodo de la red funda- 
mental. | 

Definamos hi (1) =2+*0- 2, ha (2) = =0—ac id em, 

ql Em. En todos los nodos interiores de la red w 
efinlremos también los pasos medios "A, (2.)=0,5 (%. X 

X (Ba +4) —Za (in — 1) como la distancia “entre las corres- 
pondientes rectas de la red fundamental. 

Al problema (1) le pondremos en correspondencia sobre 


la red w el problema de diferencias 
2 | 
Ay= 2) (Galz Ja =—Q(2), 250, (2) 
a=1 a o 
y (2) =8(0), zEy 
Aquí son utilizadas las notaciones siguientes: 


1 


1 : e-1 +1 
(ay, ). MER a Yo — LaYa )> la =la (x a), 
o 


Yoo = Ñ (0) —y (2), yz = 77 (Wa) —y (a ta)), 


Los coeficientes 2. (1) y y (x) son ia de manera tal, que 
el esquema (2) sobre una red uniforme tenga el segundo orden 
local de aproximación. 

introduzcamos ahora el espacio A de funciones reticula- 
res definidas sobre «w, con el producto escalar (u, y) = 


= >) u(00(0 Ay (2) A, (2). Definiremos el operador A 
cen 


de la forma usual: Ay = —Ny, yEH e y lx) = y (2) para 


cE€ 0, y (x) = 0 para x € y. Entonces el problema de dife- 
rencias (2) se escribe en forma de la ecuación 


Au =f, (3) 


donde f (x) se diferencia do (x) solamente en los nodos 
fronterizos. 
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2. Construeción del método alternativo triangular, Para 
la ecuación (3) examinaremos el método alternativo tri- 
angular modificado | 


BRA y Aya =f, | k=0, d, ..., (4) 
Th+1 | 
B=(D + 0Ry D-(D + 0H), 
CBR = RR, R+R¿=4. 
Deíinamos los operadores Aj, R, y D. Como en el caso do 
un rectángulo, eligiremos alloperador Y más sencillo: 


Dy=d(Dy, díí) > O para zo, (5) 
y pondremos Ray=-—Ray, yEH e y(a)=y(2), ao, 
donde E 


0) E FLO 
2-2 Lenta (5542). 
Ñ | 


2 
e a 14 az a 
Rays Y lira (aras) y]: 
a=1 


Ya que FR, + H¿=A, entoces obtenemos que RR, + R, = 
== ¿ ¡ 
Mostremos que los operadores R, y £?, son conjugados. 
Primeramente introduciremos las notaciones que utilizare- 
mos en lo sucesivo. Definalos las Siguientes sumas: 


(22, U)o(xg) = 2 ul(s) v (2) Aa (La), 
(u, Dot te > 2 u (2) y (x) Ra (2), 
*yE0g ix g) 


(u, 9). = ((U, Olot)" agora = 
= YN » u(2)v(z) ha (2) ig (xp), 
ED Eo 


p=3—a, a =1, 2. 


Utilizando las notaciones introducidas el producto escalar 
en HA se puede escribir en la forma siguiente: 


(ue, 0) = ((u, Dlor(eg) Desp ((u, Ulogte1)+ Dorta) (7) 
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Primeramente demostremos una afirmación auxiliar. Supon- 
gamos que y, y yv, son las funciones reticulares, definidas 
para OSI<N, a la vez Ya = Yy =0 y Lo =UN =U 
Sea u, una función reticular] definida para 1<¿<NÑ. 
Entonces tiene lugar la igualdad 


N-=1 N-1 | 
2 (Uj4y — Lp) Y Vi => — 2 (V 441 — 01) UY — 


| N-1 
| == 2 (Yi — Yi) UiD¿- (8) 
En efecto, tenemos 
N-1 | 
e [( ¿44 — U¡) y¿U; HDi — 04) Ur E (Ya — Y is) u¿v,]= 
Noi | 
= 2 (Us 0h; — UY ia) = UNDy YN -1 — Uy Vi Yo =0. 


| 
La afirmación (8) está demoslrada. Utilizando (8) es fácil 
mostrar que para las funcione y (x) y uv (z) definidas sobre 
w y que se anulan sobre y, tibne lugar la igualdad 
o . o hi 41,9! Az o e 
(aa Doa == (Y q E , 0), - (9) 
Aquí son utilizadas las notaciones 


+1 
au 


A 
Ra (Ta) * 
Sustituyendo la expresión (2) =4. (1)/hz (xr) en (9) y 


teniendo en cuenta la igualdad hz (x"**a?%) <= h¿ (2), obte- 
nemos 


ataud), yu, = 
*g 


pa (3 E ñ ) = ae p) 
q Y, Ro Xa, Da Ra E? Oa* 


Multiplicando esta relación pqr Rig (zp), sumando según 4 
y lomando en consideración (7), hallaromos 


(Fa, 0) = (es 8) + 


+ iE)ó 5). (40) 
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Demoslremos ahora, que los operadores A, y A, son con- 
jugados. De (6) y (10), obtenemos 


| 
o 


(Ry, v)= —( Ry, v) = s es 2 ed 


4 a o o am 
+ E (EE ) y )=-3 La, ha Usa) + 
| 
4 at a 
+ e 2Ji yl 
La afirmación está demostrada. De aqui, a propósito, se 
deduce también la autocoNjugación del operador A. 
Nos queda por construir, la función d (2), la cual define 


el operador LD, hallar las iio 5 y A en las desigual- 
dades 


ADELA, RADARES 


w) | —(y, Rev) =ly, Ro lv). 


| a LA, 8>0, (11) 
y aprovecharnos del teoremp 1. Todo esto nosotros lo hare- 
mos igual que en el punto 2 del $ 2, donde fue examinado 
el problema de Dirichlet para una ecuación elíptica en un 
rectángulo sobre una red uniforme. 

Al principio señalemos que en virtud de las fórmulas de 


Green de diferencias tiene lugar la igualdad 


2 o o 
(Ay, y)= 2: (GaYz,s Da, y(x)=0, zEy- 


Luego de (5) y (6) hallarelnos 
(RDARY, y) (DIR Y, Rey) = 


=(+ 2 [hiso + ES 32) 4] 1). 


Utilicemos ahora el lema >, poniendo 


149 211 


Como resultado obtendremos la desigualdad 


e x*,h? CAN 
(RD Roy, yl E EA > : a 
A | e A lia 
51] lev + El 4 7], 1)+ 
1+.£8 at dd ¡ag ly +15,9 
+( dehi E me 13 Ez Jla: Yi + 
CM %a o 
TES E A 7), 1) 
Pongamos aquí 
att 40,30% as = EE 
Ñ a E fiyhj Oy 
is (7) = aj' y Rah3 0, 
aj'+0,5x1hj FT RG 
y definamos d (x) de modo siguiente: 
| 
2 ' 
ae Le Sa 0 
d()= Y (1 a+ a E 2) Hr > Eo. 
a=1 
Aquí se SUPone QUe Xy = Xy Tp >0, 0, = O. (28) > 0, 


Bp=3—a, qa = 1, 2. Como Jesultado endo la des- 
igualdad | 


(24,D Roy, »<3 ($ ñ 1) =P 


+1 
La 


A 


ye, 1). 


ss ») bl bn 


Puesto que 9, no di pe Ly, entonces 
A 1 Su apa? 
(E Fa y, 1) 0.=-3- Y Ao RaYx, <= 


AEB 


Por lo tanto, 
(Es hi o, 
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y por eso finalmente tenemos 
| 


(R¿DARyy, »<3 (GEy 1) + 


+1 
Lo 


Ba ha 


+ S qdo 
a=1 


Los razonamientos ulteripres son completamente análogos 
a las transformaciones y estimaciones, obtenidas en el punto 2 
del $ 2. Citemos un resumen: en las desigualdades (11) 


ó=1, A= 4 máx (máx (Ca (359) + Y Da (cop) (1493), P=3a, 


a=!, 2 xgÉ Dg 
donde 
de (Lg) = ra py. (2), Ca id der (5), 213€ 05; 
Xy ED y, Xy É0 y, 


| 
la función v% (x) es la solución «del problema de contorno 


tripuntual | 
tt 

(a, en dz , Da € Oo (Lp), (12) 
19 (2) =0, Ta € es 


y la función w% (2) es la soJución del problema 


(e 1 az! ea 
AIR PEA A 


uu (2) =0, Za € Ya- 


Con esto la función d (x) i calcula por la fórmula 


2 an A 1 
da 2 Vda 
Ñ | £ 1 | 
| La mV * 
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Los parámetros iterativos € y (7, ) se calculan mediante las 
fórmulas del teorema 1. Para encontrar Y; +1 Se puede apro- 
vechar el algoritmo ! 


p (2) =0% (2) vi-10 4 B, (2) vt- peto 2E0. 
pS =(0, xEy, 


Ys (2) = 0% (2) y 10 + Pa (2) 5 P+x(2)0(1)0 (2), 20, 
Y +1 (x) = O, 48 € Y, 


donde 
0p1% (dy 29H ATA 0yajta 
ly = hhi ? B, hohz , Az hh? > Ba H2yt+ >? 
4 í 2 a+! | 
e 0 E 
ta 7 e)» 
a= 


7 (2) = Bn — Tas (Agr — 1) 


Se debe señalar que en casos semejantes, cuando el cál- 
culo del valor By, exige prandes gastos de trabajo computa- 
cional, y no hay limitaciones para el volumen de informa- 
ción intermedia a memorizar, es racional utilizar el segundo 
alroritmo, descrito en el punto 1 del $ 4. 

3. Problema de Dirichlet sta la ecuación de Poisson 
en una región arbitraria. Examinemos en calidad de ejem- 
plo de aplicación del bere len el problema de 
Dirichlet para la ecuación de Poisson 

2 2 

AR —o 1) 2E6, lu(a)=e (0), zer, 


| 
| 
Supondremos que Ja red es centrada: es decil, ly, — La (im), 


Lo (io, EF 1) = Lo (1) E h, iq: = 0, El, +2, co. Y 0= 
= fa, = (iyh, ig) EC, a = p +1, +2...) 


Con esto fi, =H%h, y los pasos nz (x) son diferentes de A sola- 


mente en los nodos fronterizos do la red o. 
Aprovechemos el esquema de diferencias (2), en el cual 
pondremos ay (1) ==1 y f¿ezh. Para aplicar el método 
alternativo triangular construido en el punto 2 del $ 3, 
es necesario hallar la solución de los problemas de contorno 
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tripuntuales (12) y (13), las cuales en este caso tienen la 
forma ! 


cd 


ve(1)=0, Z¿EYar (14) 


pa aa a E 
Agur — TE a yn | he Bo 9 (15) 


2 E 07 (2p), wz) =0, Ta EYa- 


Examinemos ol intervalo A,, que contiene 0, (Za). y 
designemos mediante ¿, (24) Y La (tg) sus extremos izquier- 
do y derecho. Entonces hz (2) LR, si x es el nodo de la 
red 0. más cercano a ly, y ¡há (2) <h, si x es el nodo de la 
red (6, más cercano a £,. [Todos los pasos hÉ restantos son 
iguales al paso fundamental % del retículo. 

Á gu vez el operador A! sobro la red O, se escribe con 
detallo en la forma siguiénte: 


+10 E 1 


1 5 —y 0 - 
a e a 
1 EL SS 
rs pue 2y4+y 702), la + hi+h< 
| : E La EL a — ha-—h, 
+1 ! 1 
4 o y— [02 
Ci E 


Las soluciones de las ¡eenaciones (14), (15) se pueden 
hallar en forma explícita.;Para esto sustituyamos las con- 
diciones de contorno en las ecuaciones anotadas en los pun- 
tos Za = lu Raz Y a =H+ La — ka. Estas ecuaciones se 
transforman, se hacen bippintuales, y ellas es posible con- 
siderar como nuevas condiciones de contorno para ecuaciones 
tripuntuales de coeficientes constantes anotados para 
la EH hi ht < La + h—%. Por consiguiente, ten- 
dremos los siguientes problemas para v (x) y w (z) (el índice 
superior a en v y w es omitido provisionalmente)' 


| S 
ota204 0 121, d+ haha La—hah, 
(1+2)0=ot044, ma=l0+ hz. (16) 

[+ 2 a 


aL 


h 
wte-20410 250, lap h ph <Lo—hi—h, 


YU +35 Jw=w*0—> (1 +) y to=l+ ho, 


hi? Al 
(1+5)jo= eo te4d, ma Loi, 


Utilizando los métodos de resdlución de ecuaciones en dife- 
rencias de coeficientes constantes, expuestos en el $ 4 del 
cap. T, hallaremos la forma explícita de la solución de los 
problemas de contorno (16) ly (17): 


Vo (1) => ES (Ta — la) (La se Za 4- 
23 — (hi + ho) ¡(+A —hg) - , 
y Y (M—h3)], 


4 hz (La—z0)+hé (ta —la) 


para ll + há < ta < La —Ai. Ya que hé <h, entonces 
(há + ha) (23. +h— ha) >hz (h— ha), 
por eso ) 


N 4 | 1 La —lo y? 
02) < gir (a — 10) (La 20) +1 (+, 


w* (x) = 


(<>, a=1, 2. 
Por consiguiente, y 
A P 1: L —l 2 
de (Tp)= máx ve (1) < 33 (==) +1, 
ac | 
e: 1: 
ae 
Por lo tanto, A = O (12/42); donde Ly es el diámetro de la 
región G. Por eso en virtud del teorema 1 para el número 
de iteracionos: es cierta la estimación 
In (2/8) ln (2/8) 
n_n y =—— —— A 
Mo 1 7 EV Mm 


0,208 NinÉ,' (18) 
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donde N es el número máximo de nodos por la dirección XI, 
o x,. De-esta forma, el número de iteraciones para el ejemplo 
modelo oxaminado depende solamente del paso fundamental 
R del retículo y no depende de los pasos en los nodos fronte- 


rizos de la red 0. 

Comparemos la estimagión (18) con la estimación del 
número de iteraciones para el caso del problema de Dirichlet 
en un cuadrado con lado ¿, y con un número N de nodos por 


cada dirección para la red cuadrada w. La estimación co- 
rrespondiente para el número de iteraciones fue obtenida en 
el punto 4 del $ 1, y tiene la forma 


n > np (e) =0,28Y N In (2/8). 


De aquí se desprende que para una región arbitraria G el 
número de iteraciones E método alternativo triangular 
modificado es prácticamente ol mismo que el número de 
iteraciones para el problema de Dirichlet para la ecuación 
de Poisson en un cuadrado! cuyo lado es igual al diámetro 
de la región G. 

OBSERVACION tf. Es eviderlte que ol procedimiento expues- 
to aquí para construir el método alternativo triangular se 
puede utilizar también para el caso, cuando es necesario 
resolver una ecuación elíptica en un rectángulo, pero sobre 
una red no uniforme. 

OBSERVACION 2. La construcción del método para el caso 
de una ecuación con derivadas mixtas se puede llevar a efecto 
con ayuda de la elección de un regularizador, de forma 
semejante a como fue hecho en el punto 5 del $ 2. 


Capítulo 
Xi 


Método de las direcciones variables 


En este capítulo se examinan métodos iterativos especiales para 
resolyer ecuaciones clípticas reticulares Au = f, en las cuales el ope- 
rador A posee una estructura determinada. En el $ 1 es estudiado el mé- 
todo de las direcciones variables para el caso conmutativo; es construida 
la colección óptima de los parámetros. En el $ 2 se ilustra el método 
en ejemplos de resolución de problgmas de contorno para las ecuacio- 
nes elípticas de variables separables. El $ 3 está dedicado al método 
de las direcciones variables en el ¿aso no conmutativo. 


S 1, Método de las direcciones variables 
en el caso conmutativo 


1, Esquema iterativo del método. En el capítulo X fue 
estudiado el método iterativo universal alternativo Lrian- 
gular, en el cual el operador [12 se elegía tomando en con- 
sideración la descomposición del operador 4 en suma de dos 
operadores conjugados uno a otro. Con más frecuencia se 
utiliza la descomposición de A en suma de operadores tri- 
angulares, siendo B en este caso un producto de operadores 
triangulares dependientes de ¡un parámetro iterativo com- 
plementario. La loma en cuenfja de la estructura del operador 
B permite elegir óptimamente los parámetros iterativos y 
construir un método, el cual] converge esencialmente más 
rápido que el método explícito. En las aplicaciones a la 
resolución de ccuaciones elípticas reticulares este método es 
también cconómico, ya que En la realización de un paso 
iterativo se exige tn pepa dle operaciones aritméticas, 
proporcional al número de irlcógnitas en el problema. 

Como sabemos, los operadores A correspondientes a las 
ecuaciones elípticas reticulares poseen una estructura espe- 
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cífica. Por eso durante la elección de los operadores :13 en 
los esquemas iterativos implícitos es natural intentar utili- 
zar esta particularidad del operador A. Es evidente que 
tales métodos iterativos no, serán universales, sin embargo, 
la restricción de la clase do los problemas iniciales por la 
exigencia de una determinada estructura del operador A 
pormite construir métodos| iterativos rápidamente conver- 
genles, orientados Et nd a la resolución de ecuaciones 
reticulares. 

En el presente capítulo será estudiado un método especial 
llamado método iterativo de las direcciones variables. Prime- 
ramente se da la descripción de este método en la forma 
operacional, y después en ejemplos será puesta en evidencia 
la aplicación de este métddo para encontrar una solución 
aproximada de diferontos ¡ecuaciones elípticas reticulares. 

Comenzaremos la descripción del método por el esquema 
iterativo. Supongamos que|¡se exige hallar la solución de la 
ecuación operacional lineal 


Au =f (1) 


con el operador no degenerado A definido en el espacio de 
Hilbert A. Sea el operador A representado en forma de la 
suma de los operadoros Aj y Ag, es decir, A = A, + Az. 
Para la resolución aproximáda de la ecuación (1) examinare- 
mos el esquema iterativo implícito de dos capas: 


Bra A ==, 4, YOoEH, (2) 
B,=(0:E +A) (0 +Ag)  T,¿=0%” +05, (3) 


en el cual el operador Br sobre la capa superior depende 
del número 4 de iteraciones. Aquí uf” y of” son parámetros 
iterativos los cuales también dependen dol número «dle itera- 
ciones % y están sujetos a' definición. 

Detengámonos primeramente en los procedimientos para 
encontrat y, +1 Siendo y, dado. Uno de los posibles algoritmos 
de realización del esquema (2) es el siguiente: 


(O+1E + Ay) Yn+1], = (Oh+1E— Az) Ya Ef, 


(OE + Az) Yara = (OE — Aj) Ya+y, Ef, 
k=0, 1, 


donde yx+148 es una aproximación iterativa intermedia. 
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(4) 


Mostremos que el sistema (4) es algebraicamente cquiva- 
lento al esquema (2). Para esto eliminaremos Y, +1/, de (4). 
Teniendo en cuenta, que A = A, + 4A,, volvamos a escribir 
(4) en la forma siguiente: 


(41 E 4 Aj) (Ya+1/2— Un) + Aya =1, 
(o4+1E + 42) (Un+s — Yn) — 

= (ora E— Ay) (Yr+113 —Yn) + Ay =$ 
y do la primera igualdad restemos la segunda. Obtendremos 


2) Ykhe1—YR 
Ji+Ma — Yn= (E + Az) IE PA E 
Ora FOR 


3 ] — [ 
= (04184 Ap) EE. 
R+1 


(5) 


Sustituyendo esta expresión en (5), obtendremos el esquema 
(2). La transición inversa es evidente. 

Para encontrar Y,41 Se puede también utilizar otro 
algoritmo, interpretando (2) como un esquema con correc- 
ción 4, 


(o E + Ay) E PH = AY La Fs 
(OM E + Aj ur =U, 
Yn+1 = Yun — Tari k=0,14,... 


Este algoritmo es más económico en comparación con (4), 
sin embargo, exige memorizar una mayor información in- 
termedia, es decir, exige memoria complementaria de la 
CE, lo que no es siempre cómodo. 

Señalemos que como durante la construcción del esquemá 
iterativo (3), así también al construir los algoritmos no im- 
pusimos ninguna condición sobre los operadores A; y Az, 
excepto la suposición natural sobre la no degeneración de 
log operadores OE + Ay, a =1, 2. Todas las exigencias 
complementarias sobre los operadores A, y A, están rela- 
cionadas con cl problema sobre la elección óptima de los 
parámetros of” y of”. 

2. Plantcamiento del problema sobre la elección de los 

parámetros. En el método de las direcciones variables noso- 
tros tenemos que ver con dos sucesiones de parámetros 
(04) y [o"), los cuales eligiremos de la condición de míni- 
mo de la norma del operador de resolución en el espacio 
inicial £, 


220 


Para resolver el problema sobre la elección de los pará- 
metros iterativos es necesario hacer determinadas suposicio- 
nes respecto a los operadores A, y Ag, los cuales tienen un 
carácter funcional, y además prefijar alguna información 
a priori. Formulemos estas suposiciones. 

Supondremos que el operador A se puedo representar en 
forma de la suma de dos operadores autoconjugados y con- 
mutables A, y As: 


A = Á1 =+- Ao, A, = Al, Ay = Al, 
AJA, = 441. (6) 


Sea la información a priori dada en forma de las cotas 
9. y Az del operador A,, 4 =1, 2, o sea, 


LE <AL SAL, 0, <A < ALE, (7) 
y al mismo tiempo se cumple la condición 
0, + 6, 7>0. (8) 


Notemos que de (6) — (8) so deduce la autoconjugación y 
definición positiva del operador 4. 

Si la suposición sobre la conmutatividad de los operadores 
A, y 4, se cumple, entonces diremos que se examina ol 
caso conmutativo, o de otro modo el caso general. Las con- 
diciones (6) aseguran la autoconjugación de los operadores 
B, para cualquier k. En efecto, en virtud de (6) los operado- 
res 04 E + A, y A2 + 05” £ son autoconjugados y con- 
mutan, y el producto de operadores autoconjugados y con- 
mutables cs un operador autoconjugado. 

Pasomos al estudio de la convergencia del esquema itera- 
tivo (2). Sustituyendo en (2) y, = 2, + u, donde z, es el 
error y u, la solución de la ecuación (1), obtendremos para 
Za la ecuación homogénea 


Zatr = Snrilks k=0,4,...,. Zo =Yp—U (9) 
donde 
Sp = E—T1BR A =(0/ E 4- At lor E + Ayo 
Xx (02 £E—Aj) (0; E —Az). (10) 


Utilizando (9), expresemos z, mediante z,. Obtendremos 


n 
2 => », 020» Pr 0= 11 88580, e... 0, (11) 
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donde P, , es el operador de tesolución. Puesto que los 
operadores A, y A son conmutables, entonces el orden de 
los factores en (10) es indiferente, todos los operadores S, 
son autoconjugados y conmutan por parejas y, por consi- 
guiente, el operador TF, ¿ es autoconjugado en HE. T, , = 
= R, (A,, A), donde A, (x, y) es un producto de funciones 
racionales fraccionales de x e y: 


AD AP Y 
as j 
Ra (z, y) 11 00 oz 05D qa y . (12) 
De (11) obtendremos 
112, 1 < 1-24 ,0 1011 zo 11. (13) 
En virtud de la autoconjugación del operador 7, ¿ tenemos 
IU ZP 0 |. = máx | Ar (Z, 0), donde Aa (£. py) son los valores 
h 


k 
propios del operador F, ¿. Á continuación, en virtud de las 
condiciones (0) (véase el punto 3 del $ 1 del cap. V) los 
oporadores A,. Az y Ty, poseen un sistema común de 
funciones propias. Por eso 


A (Pr, 0) =P (A) Ana)» 


donde 44; y Af, son los valores propios de los operado- 
res Á, y 4, respectivamente, al mismo tiempo en virtud 
de (7) tenemos 6, <A <41, 0 <A” <4Az. Por lo tanto, 


Pa, o ==máx | PR, (Ak, 4h) |< máx [R,(x, yl. 
> Rs 0, 5<*GA, 
0: <Yy<=As 
Sustituyendo estas estimaciones en (13), obtenemos 


lzn llos< máx | Ra (x, y) | H Zo llo, (14) 
0 <A 1 
06,<y<GAs 


dondo RR, (x, y) está definido en (12), y D = E. Observemos 
que en virtud de la conmutabilidad de los operadores A, y 
Ay el operador 7, , será autoconjugado también en el espacio 
energético H y para D = A, Aj. Por eso, en virtud del lema 5 
del $ 4 del cap. V tendremos lil ..0ll= Ino lla = 
= ll 7,0 llas y, por consiguiente, la estimación (14) es 
válida para D =A y D = A?. 

Así, el problema de estimar el error del esquema iteralivo 
(2) está reducido al problema do estimar el máximo del mó- 
dulo de una función de dos variables PR, (x, y) en el rectán- 
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pulo EÉ= ($, <*<A, 0. <y <A) y a la elección de 
los parámetros iterativos de la condición de mínimo del 
máximo del módulo de esta función. El problema planteado 
es bastante complejo y en el punto 3 se reducirá al problema 
más simple de encontrar la función racional fraccional de 
una variable que menos se desvía del cero sobre un segmento. 


3. Transformación fracional lineal. Estudiemos la función 
R (zx, y). Por una transformación fraciomal lineal de las incógnitas 
aplicaremos el rectángulo G en el cuadrado (n<u<1f, n<v< 1, 
r > 0), además eligiremos la transformación de tal forma, que ella 
no cambic el tipo de la función R, (z, y). La transformación buscada 
tiene la forma 


_ TUS _ ruda 
a? TT 15 26, 09 


donde las constantes r, s, t y n están sujetas a definición. 
Sustituyendo (15) en (12) e introduciendo nuevos parámetros 
AG y AP, 


YD = de y 12) — ares j=1,2 n (16) 
3 r— 1019 SE rtoj2 j POR SN POR 
obtenemos 
AGO —U AO y 
Ra 9=P2(00=1l 57 pp 


JS 


De (16) hallaremos las relaciones con ayuda de las cuales los pará- 
metros 0%? y w' y se expresan mediante los parámetros introducidos 


(1 (2). 


Ai rd + e di mig 
y =p Po IA (17) 


De esta forma, si son hallados los parámetros x*? y 42%, por las fórmu- 
yA; 
las (17) se determinan los parámetros 05 y 04. 


J 
En virtud del cambio (15) llegamos al problema de buscar aque- 
llos valores de los parámetros x*;? y 5), para los cuales se obtiene 


mín máx  |P,(u, DI. 
A, 12) n<u, v<t 


Notemos que si imponemos algunas limitaciones sobre la elección 
de los parámetros x'j? y «Y, por ejemplo xP e x(3 == 47, entonces, 
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es evidente, que el mínimo puede sólo aumentar. Por lo tanto 


mín máx — |Prn(u,vl< 
(1), (22 n<u,e<1 


n 
r A —U KV pS y 
mín máx | ——_— =—— | ==mín máx 13, 
Ss A nu o<i U XL Ur Ed 7 Ea (2, %)| 


nr 
4 ¡—u 
A E 
j=1 
Así pues, el problema planteado más arriba sobre la elección ópti- 
ma de los parámetros iterativos o Pp y ad se ha reducido a encontrar 
la función racional fraccional r, (u, x) que monos se desvía del cero 
en el intervalo (n, 1]. De otro modo, es necesario hallar aquellos xo? A 
para los cuales 


máx |r,(u, x*)=mín máx |r, (u, x)| =P» 
n<usxi x n<us<xi 


Si estos parámetros son hallados, para el error z, de (14) se deducirá 
la estimación || Zn lp < p? ll Zo llp, y la exactitud e será obtenida, 
si ponemos p? = €. 

La elección buscada de los parámetros iterativos será dada en el 
A ab) aquí hallaremos las constantes r, s, ¿ y y de la transforma- 
ción j 

Si rY+ ts, entonces la transformación (15) es monótona según 
u y v, y, por consiguiente, la transformación inversa u = (+ + s)f PA to), 


_ TOS __rna-s _ T—g _r+a 
SS 1—in? rá a li? (8) 


Hallemos la solución del sistema no lineal (18). Notemos primeramen- 
te, que en virtud de la suposición (8) son válidas las desigualdades 


Aa +6 >6, +6, >0, Ay + 6,> 6, + 6, > 0. (19) 


Después, de (18) obtenemos 
_ Al —m) (r—.t) a Am) (r—si) 
aaa? ATA AAA > 


Urb Y Fs (1 +) (1—st) 
(141 (dm * 202 40) (1+m) ' 


De aquí hallaremos 


(20) 
Ay+ 6, = 


129 Y? _ (41—8,) (49 —5)) 
ez ) — (61 -+-85) (A2-+- 01) A 
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y como en virtud de (19) el denominador no se anula, entoncos 


1i—a a (Ar — 61) (Ag — 02) 


e o AS 
Hallemos ahora ¿. De (20) obtenemoa 


Agr401 14 n 1 1 1—£ 
Ai—=8, 19 141 "a 1t4t? 
De aquí tendremos 


Aa í-—) He A2-FÓ, 
Em b= 5d, a. (22) 


De las dos últimas ecuaciones del sistema (18) hallaremos 


A A a 


¿ 


¿ 1457? 
> [Ay (1+1)—A, (14-1)] = A [A¿— 415] = AA (2%) 
Ya que 
2b (A, + Ay) 
to —_ yr > 0, lil<tf, 


entonces la transformación (15) efectivamente es monótona. En el 
punto 4 será mostrado que n < xy E 4'P es 49 < 1, por eso en (17) 
el denominador no se anula, 

Examínemos algunos ejemplos. Sean 6, =6,=óÓ y Ar = Az = 
= A, es decir, las cotas de los operadores A, y 42 son iguales. Entonces 
n =04A, t=:=0, r= A, 105" = wP? —= AX¿. Sean ahora 6, =0, 
0, = Ó, Ar = As = A, es decir, el operador A, es degenerado. Entonces 


n=5H(a4+- Y 21-<5%), t=q, s=4n, r=A, 
Ax + An Ax¿—An 
1 2 192 = ta = . 
o; rr mí apt e 
4. Conjunto óptimo de parámetros, Citemos la resolu- 
ción del problema sobre la elección óptima de los parámetros 
iterativos. A diferencia del caso cuando encontramos el 
polinomio con menor desviación de cero, el cual fue exami- 
nado en el $ 2 del cap. Vi, aquí los parámetros iterativos x; 
no se expresan mediante funciones trigonométricas, sino 
con ayuda de las funciones elípticas de Jacobi, 
Recordemos algunas definiciones. La integral definida 
rn 2 d 
K (k)= | z 


7 Vik s0nip 
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se llama integral elíptica completa de primer género, el núme- 
ro k se llama módulo de esta integral, y el número k' = 
= Vi — ki se llama módulo complementario. Se acostumbra 
designar K(k') = K' (hb). 

Si designamos mediante u (z, %) la función 


1 

y VA > 

entonces la función z = dn (u, 4”), inversa a u (z, (e), se 

llama función elíptica de Jacobi de argumento u y módulo A”. 
Utilizando estas designaciones, la solución exacta del 


problema sobre la elección óptima de los parámetros iterati- 
vos integrales x, se; puede escribir en la forma siguiente: 


¡EMp= (uy en (EE Km), 01), 1=1,2,... 8), 
(25) 


u (2, k)= 


¡E A 
donde el número »r de iteraciones, Suficiente para alcanzar 
una exactitud e, se estima por la fórmula 
_4 K'(m £ (e) 
nu )=3Hw XO * (26) 
Aquí, como en el método de Chebishev, en calidad de x, 
se eligirán consecutivamente todos 'los elementos del con- 
junto M,. Formularemos los resultados obtenidos para el 
método de las direcciones variables en el caso conmutativo 
en forma de teorema. 
TEOREMA 1. Seán cumplidas las condiciones (6) — (83), 
y los parámetros w0$” y wi" elegidos por las fórmulas 


; rej— 
a or ar i=1, 2, ...y PP, (27) 
donde x, y n están definidos en (25), (20) y r, s, €, n en (21) — 
(24). El método de las direcciones variables (2), (3) converge 
en H p, y después de ser cumplimentadas n iteracciones para 
el error 2. = Y, —u será cierta la estimación || z, lp < 
< e ll Zo lp, donde D = E, A o A%, y n se determina de 
acuerdo con (20). 


Volvamos ahora a la parte computacional de la realización del 
método de las direcciones variables con una lista óptima de paráme- 
tros. Hallemos las fórmulas aproximadas para calcular x, y n e e 
mos el orden, en el cual se deben elegir los parámetros del conjunto M,.. 
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Utilizando la representación asintótica de las integrales elípticas 
completas para pequeños valores de k: 


1. 2 Si aaenl a dd ee 
00, K (1) =in +0 (1 lap), 


de (26) obtendremos la siguiente fórmula aproximada para el número 
de iteraciones rn: 


1 4 4 
a > (8) = 7 in 7 in. (28) 


Examinemos ahora la pregunta sobre el cálculo de y. La fun- 
ción dn (u, k') decrece monótonamente respecto de u, tomando los 
siguientes valores: da (0, k*) = 1, da (K” (%), (k”) = K. Por eso 

< Ur < naa < +... <p <1. A continuación, de las propieda- 
des da la tunclón elíptica da (1, 1): pe 
A 
dn(K' (l)—u, E”) 


se deduce que tiene lugar la igualdad 


dn (u, k) = 


ps = WUintia 11,2... (29) 


Por eso es suficiente hallar la mitad de los valores de py, y Jos demás 
determinar de las relaciones (29). 

Obtendremos una fórmula aproximada para uy, utilizando el de- 
sarrollo de la función dn (w, A”) en potencias de k. Para eso expresamos 
la función do (0cX” (n), n') mediante la theta-función de Jacobi, y re- 
presentemos estas funciones por series. Obtendremos 


V n6 ionK* ea 
da (oK” (q), 9) = y 


00 
20-1 g”br+o) 
=yma + EN 


00 


) 
y gm t+0) 


exo HAM YA m 
donde g=exp ( Em )= 16 (4 )+0, (n*). 
De aquí encontramos 


2I=1 


. ——— 4 lo 1409 
dn(oK'(m), 1)=YnJ0 * <= (30) 
donde 


4450, 0<a<!/ 
== 19 (1 2/3/16, =1 Ñ a 
q==193 (14 n3/2)/ Ú tn Mel 
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Para 0 > 1/2 el orden del término residual en (30) cs unifermemente 
igual a 5 respecto a 0, y para O < 1/2 el orden es igual a 4. Por eso la 
fórmula aproximada para dn (oXA” (n), n') será más exacta para 0 > 

> 1/2, que para a < 1/2. 

De (25), (29) y (30) obtenemos las siguientes fórmulas para calcu- 
at py- 


20,1 ig 1+0 
- ita tg"? 
u=Yrg A, (n/A]J+1<t<n, 


+0 +0 
H3 = TA i< iS (1/21, Oj = (2 — 10, 
a =P (1 + 7/0)/16, 
donde [a] es la parte entera de a. 
Examinemos ahora la pregunta sobre el orden de elección de x 


del conjunto Y! ,. De la definición del operador de transición $, en e 
esquema (2) y de las propiedades (6) y (7), obtenemos 


e 
a pr 0P y 


IIS; [== máx an (Sy) <, máx 


A 
oy ÓAS 
vo en virtud del cambio (15) 
ju |2 
S máx : 


aquí se deduce que [j S, ]] < 1 para cualquier ¡. Por eso el método ite- 
rativo (2), (3) será estable a los errores de redondeo para cualquier 
orden le elección de los xj del conjunto Y y, por ejemplo, %; = My, 
j == = . .y Y. 

Como conclusión de este punto mostrermos que para la lista (con- 
unto) construida de los parámetros (w')? y w'P los operadores FE + 
+ Ag, e =1, 2, son definidos positivos en Y para cualquier j. En 
efecto, de (27) obtenemos 

dy” E Owi2 a 
A A e O SE e 
0%) (1-1)? ON) (1 —£x y)? 
Puesto que los denominadores en (27) no se anulan y yn <x¡<Í, 
entonces de aquí y de (18) hallaremos 


Ya que todos los Ñl pertenecen al intervalo (n, 1), entonces de 


_ FNss ; e _ T—s$ 05) 
a US A AS 
r—g 
< =Aj. (31) 
i— 


Por consiguiente, en virtud de la suposición (7) de (31) obtendremos 
0PEFAL> (64 ÓDE, OPEH AS (O + d)) E, 


como 3, + $, > 0 por la suposición (8), entonces la afirmación está 
emostrada. 
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$ 2, Ejemplos de aplicación del método 


1. Problemas de Dirichlet de diferencias para la ecua- 
ción de Poisson en un rectángulo. Comenzaremos el examen 
de los ejemplos de aplicación del método de las direcciones 
variables por la resolución del problema de Dirichlet de 
diferencias para la ecuación de Poisson en 'un rectángulo. 


Supongamos que sobre la red rectangular w = (zx; = 
= (hy. jhy)EG, OSI NN, 0<i< No ha= la Nas 
a = 1, 2), introducida en el rectángulo € = (0< Za < la, 
a =4, 2). se exige hallar la solución del problema 


Ay <(A, + Ajy=—0Q(%), 7E€0 y() = 8g (2). 7 € y, 
Ay = 1 a ==4, 2. (1) 


Eto 
Designemos mediante 4 el espacio de las funciones. reticula- 
res definidas sobre « con el producto escalar 


(u, 0) = 2 u (2) v (2) hyho. 


Definiremos los operadores A, A, y A, sobre [7 de la forma 
siguiente: Ay = —Ay, Ay = —Agy, a =1, 2, donde 
yEH, y EH, y (1) = y (x) para € o, y ff es el conjunto 
de las funciones reticularos definidas sobre w y que se anulan 
sobre y. 
El problema de diferencias (1) puede entonces ser escrito 
en forma de la ecuación operacional Au =f, donde A = 
== Á, + A 9» A 

Como nosotros sabemos (véase el punto 3 del $ 4 del 
cap. V), los operadores A, son autoconjugados en 7 y poseen 
cotas O, y Pal : 


8l= ma y 590? 37 be A = - 


h 
La A os, a==1, 2, 


2la 

las cuales a con los valores propios mínimo y máxi- 
mo de los operadores de diferencias A. Queda por verificar 
el cumplimiento” de la condición de conmutabilidad de los 
operadores A; y 4,. Utilizando la definición de los operado- 
res A. y de los operadores de diferencias A,, obtendremos 


A,Ayy = AAA AS AyAy, 


lo que se exigía demostrar, 
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Asi, las condiciones requeridas para aplicar el método 
do las direcciones variables en el caso conmutalivo, para 
el ejemplo a examinar están cumplidas. 

Utilizando la definición de los operadores 4, y Az, el 
algoritmo del método de las direcciones variables para el 
ejemplo a examinar se puede escribir en la forma siguiente: 


OL 1Yn+i 72 — Aa Yn+ 1/2 NN Oñ+1Yn + Ass +, 
h¡<2,<l,—Rhy, (2) 
Yap1ip2 (2) =8g (2), 2,=0, ly, hoz <lo— Ro, 


O x71Y ns — ArYu+rj = ora 12 +A Ya+1J2 + P, 
h<24<l2—hz, (3) 
Yi 8 (0), 2=0%L 14<231<%4 —A, 
al mismo tiempo y, (2) = g (2) siendo x € y para cualquier 
k_>0. Do esta forma, el algoritmo del método consiste en 
la tesolución sucesiva para cada zx, fijo de los problemas de 
contorno tripuntuales (2) por la dirección zx, para determinar 
Ya +1J2 SObre (o y en la resolución para cada x, de los pro- 
blemas de contorno (5) por la dirección zz para determinar 
una nueva aproximación iterativa y,., sobre w. La alterna- 
ción de las direcciones, por las cuales se resuelven los pro- 
blemas de contorno (2), (3) dio el nombre del método: método 
de las direcciones variables. 

Para encontrar la solución de los problemas (2), (3) se 
puede aprovechar el método de factorización. Escribamos 
las ecuaciones (2), (3) en forma de un sistema tripuntual y 
verifiquemos el cumplimiento de las restantes condiciones 
de estabilidad del método de factorización. Las ecuaciones 
tendrán la forma 


—Y 4 (+1, 3) +(2-+ hifi) Yn+r 72 (8, 7) — 

—Yn+1p2 (¿— 1, 7) = qu (l, $), 1<i<N,—1, (4) 
Ya+r1)2 10, )=8E (0,7), Yarip (Ny )=8 (WN ys 7)» 
i<i<N2— 1, 
donde 
pr (E, »=* > ln (is +1) —(2 + Ri) Yn (> + 

+ Ya (, 1) +24 M1; 
— Ya (ls 141) 4H (24 hor) Ya (ds 3) —Y na (Es ¡— 1) = 
= 2 (i, j), (5) 
I<j<No.—1, 
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Yn+r (1, 0) =8(8, 0), Yara (1, No) 8 (1, No, 
i<t<N,—1, 
donde 


Pa (1, )= [Yr+1/2 (+1, 7)— 
— (2 + hi1) Yagaja (le Dd Yara (— A, 3) +20 (3, $ 


Puesto que para él ejemplo dado 8,>>0 y 8, 7>>0, en- 
tonces en virtud de las desigualdades (31) del punto 4 del 
$ 1 los parámetros 0%” y 0%” son positivos. Por lo tanto, 
en Jas ecuaciones Cripuntuales (4) y (5) los cocficientes «dle 
Un+1fo (E, 5) y de Ya +1 (6, 7) predominan sobre los restantes 
cueficientes. Por consiguiente, 'el método de faclorización 
aplicado a los problemas (4) y (5) será estable respecto a los 
errores de redondeo. | 

Calculemos el número de operaciones aritméticas que es 
necesario efectuar para realizar. un' paso, iterativo en el mé- 
todo (2), (3) para el ejemplo 'a examinar. Es suficiente Contar 
el número de operaciones para el problema (4), el cálculo 
para el problema (5) se realiza de modo análogo. | 

Las fórmulas del método de factorización para el pro- 
blema (4) tienen la forma (7 está fijo): 


Ya+a72 (8, $) =0 Yaya (EL, AB ASS N,—1, 
Ya+1p (Ni 1) 8 (Ny $, 

iy = AMO 05), 1i=1,2,..., N, —1, 
a1=0, C=24+ Bea, 

Pirr = AU (9 (E, 7) + Bo, 

==, 2... N,—1l, B, = g (0, 7). 


Notemos que los coeficientes de faclorización a, nO 
dependen de j y por eso pueden ser calculados una vez can 
un gasto de 2 (N, — 4) operaciones aritméticas. Dospnés, 
en el cálculo de q, (¿, j) sobre la red e se exige 6 (NV, — 1) Xx 
X (Na — 1) operaciones aritméticas. Los cocficientes de 
factorización [; y la solución y,+1p2 es necesario calcular- 
los de nuevo para cada j. Para esto se exige 4 (N, — 1) x 
X (N¿ — 1) operaciones. En lotal para enconbrar yx+172 
sobro la red w siendo dada y, se exige Q, = 10 (Y, — 1) x 
X (Na — 1) + 2(N, — 1) operaciones aritméticas. Para 
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encontrar y» 41 de (15) por la y, +12 calculada se exige O, = 
= 10 (NY, — 1) (Y, — 1) + 2 (1, — 1) operaciones. Así pues, 
para el ejemplo a examinar la realización de un paso 
iterativo en el método de las direcciones variables se efectúa 
por 

Q=20 (WN, —1) (NW, —1) + 2 (N, —4) + 2 (NV, —1) (6) 
operaciones aritméticas. 

Estimemos ahora el número de iteraciones n suficiente 
para obtener la solución con una exactitud e prefijada. En 
el caso particular, cuando la región G es un cuadrado con 
lado ¿(£ == 5 y la red (0 es cuadrada con N, = N, = 
= N (h, =h, = UN), tendremos 

4 nh 4 TA 
6, =0,=8=-7 sent, A; =42=4A =>375 cos* Sp. 

De (21) y (28) del $ 1 obtenemos la siguiente estimación 

para el número de iteraciones 


4 4 | h 
n>ny (e) =0,1 ln, yn=8/A =tg 7 

ó para los k pequeños 
Ry le) = 0,2 In (4N'150) In (4/8), (7) 


es decir, el número de iteraciones es proporcional al loge- 
ritmo del número de incógnitas N por una dirección. 

De (6) y (7) obtendremos la siguiente estimación para el 
número de operaciones aritméticas Q (e) gastadas en encon- 
trar la solución del problema de diferencias (1) por el método 
de las direcciones variables con una exactitud e: 


OQ (8) = nQ = 4N? In (4N'/1) In (4/8). (S) 


Para comparar este método con el método directo de 
reducción. completa (vease el $ 3 del cap. 111), pasaremos en 
(8) de los logaritmos naturales a los logaritmos de base 2, 

Obtendremos 


O (e) = 2,128? log, (4N' 11) log, (4/8). 
Ya que o] error de la aproximación de esquema de dife- 
rencias (1) es O (h?), conviene elegir e igual a O (A?). 
Si tomamos e = 4/N?, entonces obtendremos 
Q (e) = 4,24N? log, N log, (4N'/1). 
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Para N = 64 oblendremos e = 107 y 
Q (e) = 27,68? log, N. 


La comparación con la estimación del número de opera- 
ciones para el método de reducción completa muestra que pa- 
ra la red indicada el método de las direcciones variables 
exige aproximadamente en 3,0 veces más operaciones arit- 
méticas que el método de reducción completa. Con el aumen- 
to de N y la disminución de e esta diferencia aumenta. 

Para el caso particular a examinar citemos el número de 
iteraciones n en dependencia del número de nodos Y por una 
dirección para £ = 10-*, 

Para comparar citemos el número de iteraciones para 
otros métodos examinados más arriba. 


Pabla 11 


Método de Método de | Método dep Método al- [Mátodo de las 
iteración Chebishev | relajación ternativo dlrecclones 
simple explícito superior triangular variables 


101 
202 
30577 404 207 


De la tabla se desprende que el menor número de itera- 
ciones se exige para el método de las direcciones variables. 
Por el número de iteraciones ante él cede el método alter- 
nativo triangular con los parámetros de Chebishev, el cual 
fue examinado en el capítulo X. 

OBSERVACIÓN. Si para el problema a examinar (1) anali- 
zamos el método de las direcciones variables con parámetros 
constantes, es decir 03=00, 0 =06%, 1, = 00 + 
+ 06%, entonces de la fórmula (25) del $ 4 obtenemos en 


virtud de la igualdad dn Ss (1, k')= WE, quo el pará- 


metro X, == V 1. En el caso particular, cuando 6, = 6, = 6, 
A, = A, = A, con anterioridad en el punto 3 del $ 1 fue 
obtenida la siguiente relación entre los parámetros wm”, 
0P y 4,2: 03 = 04 = Axy. Ya que en este caso ny = Ó/A, 
entonces do aquí encontramos 0D = p(%) = VA. 

2. Tercer problema de contorno para una ecuación elipti- 
ca con variables separables, Supongamos que en el rectán- 
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gulo G = (0< 2, < ly, a = 1, 2) se exige hallar la solución 
del siguiente problema de contorno: 


2 
Lu = 2 [ha (Ly) )—qu= —] (2), EG, 


0==1 

0 
Ka (a) gar Male — Boa (2), Za =0, (9) 
— ha (00) 7 = Mira (4) — Bra (2) a=la u=1, 2. 


Supondremos que se cumplen las siguientes condiciones: 
0<Z CraS fa (La) < Ca, a) Ata = Const > O, 
2 (10) 
a =1,2, q=const>0, » xa + 923940. 
au=i 


El problema de contorno de Neumann (X+04 = 0) para el 
caso q = O será examinado por separado en el capítulo XII. 
Las condiciones (10) aseguran la existencia y unicidad de la 
solución del problema (9). 


Sobre la red a o = (fx,, = Gn jhy) EG, 
0<i< Ni, 0<j< Na ka =! IN as a = 1, 2) al pro- 
blema (9) le corresponde el problema de contorno de dife- 
rencias 


Ay =(A, + Ajy= - (1), zE0, (11) 


donde dos operadores de diferencias A, y Az, y el segundo 
miembro q se determinan de la manera siguiente: 


Z 2 
Tha a (A,) Yx y 7 (0,59 + ¿2 Macs] Y,  L¿=0, 
Ay = (04 (%a,) Yz,)x — 0,094, hy Eto Ela —Ras 
2 2 
| — a ta lla) Yz —(0,59+=37 Ha) Y, Lo = la 
para US 14 < E =3—aja=1,2yp =Íf+ qu + Ba, 
E £-a (x), Lay = O, 
Pa (1) pen ¡MERA —ho, 


Sta (x), Ly = ba 
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Designemos mediante A el espacio de las funciones reti- 


culares definidas sobre w, en el cual el producto escalar está 
definido por la fórmula 


(us, v) = A] u (x) v (2) ha, (x,) ho (22), L < 0, 
xE 0 


O,0%a, a =0, 


a EN O 
Definiremos los operadores A, A, y A, sobre H por las rela- 
ciones Ay = — Ay, Ayy = — Any, a =1, 2. En el $ 2 
del cap. Y fue mostrado que los operadores A, y As, así 
definidos son autoconjugados y conmutables. Además, en 
virtud de las condiciones (10) el operador A es definido 
positivo en H (es decir 6, + 62 > 0). Quedan por hallar las 
cotas de los operadores A, y Az, es decir, las constantes 6, 
y Az en las desigualdades 0, E <ALSAJYE, a =1, 2. 
Hallemos primeramente 0,7. De la definición de los 
operadores A, y de las fórmulas de Greon de diferencias ob- 
tenemos 


laa 


lg 
(Ayy, y) A > >, (a.yz dx, 5 0,5qy] yh,Ry A 


rg=0 a =A e, 


? 
a S [2 (ha) y, — (Maa + 9) y ] y la. m0%2 + 
0 


1g= 
6 
+- y [2 (L.) E (110% = 
ea=0 
es 


= Y » %y hh + 
Xxg=0 x=hg, 
'p 
+ » (ay lxy=0 + traY? lx, =0.,) 124-0,59 (y?, 1). 


De aquí hallaremos, que si q = X-. = Ata = 0, enton- 
ces Ó4 =0. Si al menos una de las magnitudes q, X-4 Ú 
%+q es diferente de cero, entonces 0, se puede hallar de la 
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siguiente forma. En virtud del lema 16 del $ 2 del cap. V ten- 
dremos 


(y?, Da > máx yo (To) (AvY, Da, (12) 


donde 1% (x,) es la solución del problema de contorno tripun- 
tual 


(Aa (Lo) 0 xa —0,9qu AS 1, ha LT y < lo, — ha, 


2 2 
he % (ha) 0%, — (0,594 00) 0=—1, 2a=0, (13) 


2 Lo. 
NE la (£.,) oz — (0,59 + ra) 1% = —1, Ta = la» 


y el producto escalar se define de la manera siguiente: 
la 


(u, 0) = 2 u(2)v(2) ha (24). 


q 
Multiplicando (12) por fg (xp) y adicionando por x¿ des- 
de O hasta 1¿, obtendremos 


(y?, 1) máx v* (22) (Any, y) 


Ey E0 q, 
y, por consiguiente 
4 
1 = ———— a=14,2, 
me máx v* (z¿) ; j 


2 €0 7 


Hallemos ahora A,. Al operador A, le corresponde una 
malriz tridiagonal 4,. Designemos mediante D la parte 
diagonal de la matriz A, es decir, Dy = da (2,7) Y, 


2 2 
( 0,59+ q Ha Egg a (la) 24 =0, 


0,59 + nn (07 (Lg) + Lg (La) +), 


de (Xp) = 
| ha EL WÚlea — Has 


ME 2 e 
| 0,59+ Y+o + TE Bo (Lo), dy == la. 


Examinemos el problema de valores propios 
Aay —ADy =0, zx€0, (14) 
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Es fácil mostrar que si 4 es un valor propio del problema (14), 
entonces 2 — 2 también es un valor propio. Por lo tanto, 
Amin2 <X A < (2 ¡a Amin) DD 


Ll 


Ó 
(AvY, Y) <(2— Amin) (Dy, y) <(2— Amin) máx da (Ta) (Y, Y). 


XqtWa 
Por esto en calidad de A, se puedo tomar 
Á¿ = (2 — Amt) máx La (La). 


Cy 


Queda por hallar Amin. Si 49 = X-a = Ara = 0, entoncos el 
operador A, es degenerado y Amin = 0. De otro modo, en 
virtud de la observación 2 del lema 14 del $ 2 del cap. Y, 
tendremos 


(doy, y), < Máx we (E) (Ayy, Da, (15) 


*y€0 y 


donde we (x,) es la solución del siguiente problema de 
contorno: 


(aytoz de, —0,0que = —d, (Lady hata <Úla Ras 


2 y 
E “a (Ra) Dz, o (0,59 +2 Ya) id — En (0), La —= O, 
(16) 
2 e 
— 7 talla) 105, — (0,59+ yz Ha) 0 = — de (La), 


Multiplicando (15) por fig (2g) y sumando según xp des- 
de O hasta ?¿ obtendremos 


(Ly, y) <= máx we (La) (AgY, Y) 


EyE0 q 
y por, consiguiente, 


1 
A í => — XA 
A máx (Za) 
Xy ED 


De esta forma, si 4 = X-a = Xt+a = 0, entonces 
8, =0, Ay = 2 máx de (27), 


XgyÉ0 y, 
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ó de otro modo 


Ses t 
« o , Q% y 
máx v” (%g) 
*gE0g 
1 


donde yv” (x,) y 10% (2) son las soluciones de los proble- 
mas (13) y (16). Toda la información a priori necesaria para 
aplicar el método de las direcciones variables está hallada. 
Utilizando las fórmulas del teorema 1, hallaremos los pará- 
metros iterativos del método y estimaremos el número do 
iteraciones exigido. 

Citemos ahora las fórmulas del algoritmo del método de 
las direcciones variables para el ejemplo a examinar. Tenien- 
do en cuenta la definición de los operadores A,, Ay y del 
segundo miembro de q, obtendremos 


057 1Yn+1/2 — A jYr+1p2 = o x7Yn +- AzYr +, 
0<11%<%4 0<%3S la» 


OY — Nolitr = o 1Yrs 2 +A Yn+1J2 Y P» 
0<E3%43< hh) 043 


Aquí, a diferencia del problema de Dirichlet, los problemas 
de contorno tripuntuales deben resolverse también por la 


frontera de la red o, y la aproximación inicial y, es una fun- 


ción reticular arbitraria definida sobre toda la red w. 

Utilizando la condición (10), se puede mostrar que para 
el ejemplo a examinar, como para el caso del problema de 
Dirichlet, para el número de iteraciones n es válida la 
siguiente estimación asintótica respecto a h: 


n>mRy (e =0(n]k]Ilne), [4 =Al + hi, 


Señalemos que todos los análisis aquí realizados con- 
servan su validez también en el caso, cuando w es una red 


rectangular no uniforme arbitraria en la región G. Unica- 
mente conviene cambiar los operadores A, aquí introducidos 
por operadores sobre una red no uniforme. 

Subrayemos que las suposiciones de la constancia de q, 
%+a y de la dependencia de los coeficientes a, sólo de z,, 
son esenciales. Si no se cumple al menos una de estas suposi- 
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ciones, entonces la condición de conmutatividad de los ope- 
radores A, y 4, no será satisfecha. 

Como conclusión señalemos que el método de las direc- 
ciones variables puede aplicarse para resolver análogos de 
diferencias de la ecuación (9) y bajo otras condiciones de 
contorno. En particular, sobre cada lado del rectángulo G 
puede ser dada una de las condiciones de contorno de primero, 
segundo o tercer género con los constantes %z22. | 
3. Problemas de Dirichlet de diferencias de orden de 
exactitud elevado. Examinemos otro ejemplo de aplicación 
del método de las direcciones variables. Supongamos que so- 
bre la red rectangular 0 = [(2,y = (if,, hy) EG, OLI 
< Ny 05 ¡S< Na la = la Naya =1, 2), introducida en el 
rectángulo G = [0< Zg < la, a = 1, 2), se exigo hallar la 
solución del problema de Dirichlet de diferencias de orden de 
exactitud elevado para la ecuación de Poisson 


Ay = (Ar + As + (91 + 42) A1B2) y = — Q (2), 
TE o, (17) 
y (1) =8 (2) Ey 
donde A,y = Yan,» Ma = 2/12, a=1, 2. 
Aquí 
5 Í-+ Af En Y2Agf, 
donde Í (2) es el segundo miembro de la ecuación diferencial 
inicial 
E 9 "o 
Lu= y tig" —f(2), 21EG, u(r)=g(x), zer. 


El esquema de diferencias (17) para la elección indicada, 
de q (x) tiene una exactitud O (1% 1%, 124 Pf =242+ Aj, 
y sobre una red cuadrada (A, = he = kh) para la correspon- 
diente elección de q (x) 


ru 2 e 4 QS 
9=7+ 51(8,+ A) Í + pp (434 4A,A7 + AD 7 
tiene exactitud O (A$). 


Introduciendo los operadores Ay = — Ay, donde 


yEH, y € H y EH es el espacio de las funciones reticulares, 
definidas sobre «w con el producto escalar 
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(u, 0)= 2 u (2) y (2) hyha, 


y H es el conjunto de las funciones reticulares que se anulan 
sobre y, escribamos (17) en la forma operacional 


Au =$, (18) 


donde A = Aj + Az — (%4 + 2%) Aj4a- 

Como ha sido mostrado reiteradamente, los operadores 
A, y Az poseen las siguientes propiedades: A, y Ay son 
autoconjugados en HH y conmutables 


Ay = Az, a =1, 2, AjAy = AzAs, (19) 
el operador A, tiene cotas Ó4 y Aa, donde 
4 k 4 h 

da sapos da costo, (20) 


CSESLALLALE, S.>0 a=1, 2 


Tiene lugar 
LEMA 1. Si están cumplidas las condiciones (19), (20) 
Y Hada < 1, entonces los operadores 


Ala == (£ o 0 O is: a = 1, 2, (21) 


son autoconjugados en H, conmutables y tienen cotas 6, y Ac, 
es decir 

SLESAL ZAYE, 64>0, a=1, 2, 
donde Su y Á, se determinan por las fórmulas 


% A = (22) 


an 1 —%A200 d a i—yaAa ú 


O] 
pS 


En efecto, la existencia del «¡ erador A, se desprende de 
la definición positiva del operador £ — x¿4 y si está satis- 
lecha la condición x¿Ay <1.A continuación, representando 
A, en la forma A, = (43! — x¿E)"1 y teniendo en cuenta 
la autoconjugación de los operadores A Agl y Ag! — Ha L, 
obtenemos 

(LL) E<(43 —10E)< (+ —1a) £. 
De aqui se deduce la afirmación del lema. La conmutatividad 


de los operadores A; y A, se deduco de la conmulatividad de 
A, y A,. El lema está demostrado. 
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Para el ejemplo a 0xáminar las condiciones del lema- 4, 
son cumplidas ya que %¿Ayn < 1/3. 

Transformemos ahora la ecuación (18). Para esto escri- 
bamos (18) en la forma | 


A (E — x4A)J)u + AL (E—x4)u=f. (23) 


Aplicando a (23) el operador (£ — x¡A ¡)* (E — x94 ,)* 
y leniendo en cuenta la conmutatividad de todos los opera- 
dores, obtendremos de (23) la ecuación equivalente a (18) 


= (A, -+ Az) u==f, (24) 


donde A, y Az están definidos en (21), mientras f = (E — 
— AA)? (E — 4349)? f. Así, se ha reducido!la resolución de 
la ecuación (18) a la resolución de la ecuación (24) con los 
operadores autoconjugados y conmutablos A, y A,, cuyas 
cotas están prefijadas en (29). 

Para encontrar una solución aproximada de la ecua- 
ción (24) utilizaremos el método de las direcciones variables 


Bara 2 4 Aya 1, k=0, Le ...) Yo EMT, (25) 


Th 


donde 
Bp=(oPE-+ A) (oOPE+ A), T=0f +02 


Los parámetros iteralivos 0%”? y 0” se encuentran por 
las fórmulas a teorema 1, en las cuales Ó, y Aj se sustitu- 
yen por rn y Aquí se cumplen todas las condiciones 
necesarias para poor el método de las direcciones varia- 
bles. 

Queda por examinar el algorítmo que realiza el método 
iterativo (25). Volvamos a escribir (25) en la forma 


(Ok £ | Aj) (Oj; E + A») Yn41 = 
= (057 £ — Ay) (Of, E — Ay) Ya Taf. (26) 


En el punto 4 del $ 4 fue mostrado que los parámetros 
iterativos w4” y of” para, cualquier k satisfacen las de- 


sigualdades col <A», 8 <ojp <A. 


Ya que para el ejemplo a examinar 0,7>>0, entonces, 
dividiendo los miembros primero y segundo de (26) por 
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ojo? y designando Tí =1/0P, ve =1/0f9, obteñ- 


dremos si 
(ES ULAD (EA DAS) Ya 
= (E — ARAS) E — AS) HA a) 


Apliquemos a ambos miembros de esta igualdad el operador 
(E—x ¡Ay) (£ — 24249) 


y tomemos en cuenta que todos los operadores son conmuta- 
bles y 


(£ + Ka Ag) (E =F Th4+147) =E-+ (Th+1 e Xx) Az, 
(E—%A.) E — ULA) = EH) A, 
PB = 3 > %, 1, 2. 
Como resultado obtendremos 
(Es (Tn — 0 AD L + (Ta — 42) Az) Yn+a 
=(E — (Tis, +21) Ay) (E — (Th + 42) 42) Ya + 
+ (a tt). (27) 


El esquema iterativo (27) es equivalente al esquema siguiente 


(E + (ads — 14) Ar) Gra j2 > 
= (E —(aÑks + 2) Ar) Yn + (vh+a — 1) f, (28) 
(E + (aid — X2) Az) dia = 
= (EAT Ha) AS) ja a )Í.  (29) 
La equivalencia de (27) y (28), (29) se demuestra de la 
siguiente forma. Multiplicando (28) por Tki1 + *X], (29) 
por — (vé, — Xx1) y adicionando los resultados, obtenemos 
2 a) n= (a — A) (E É Cubs — Hg) Ao) Yn+r + 
Haga bota) (E — (vhota +42) Az) Yu (30) 
Sustítuyendo (30) en (28), obtendremos (27) después de 


transformaciones no complejas. El paso inverso de los razo- 
namientos es evidente. 
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Teniendo en cuenta las definiciones de los operadores A, 
y Az, el esquema (28) y (29) se puede escribir en Ja forma del 
esquema de diferencia usual 


(E — GE —%1) Ay) Yny 1/2 = 


=(E+ (Ye + A9) Az) Y, + rl, —xyp (31) 
para M1 11S 4 — A, 


Yh+ifa = E (2) + (0 + %2) Ag£ (2), 2 =0, ¿. 


El problema de contorno (31) se debe resol ver sucesivamente 
para h¿< 722< la — hg. Como resultado será hallado y; +172 
para OL 2,< ly, R¿< 13< la — ha. Luego, 


(E— (Chtt —X2) Az) Yn+s = 
= (Ed (a) Ay) Yara ja (a + 1) 9 (32) 
para ha < 2¿< lo — ho. 
Yari =8 (2), 22 =0, la. 


El problema de contorno (32) so debe resolver sucesiva- 
mente para 41< 21< l, — %,. Como resultado será halla- 
do Yr+1> 

Si comparamos el número de iteraciones del método de 
las direcciones variables para el esquema de diferencias de 
segundo orden de exactitud examinado en el punto 1 del $ 2, 
y Para el esquema con orden de exactitud elevado, entonces 
en el último caso el número de iteraciones será algo mayor. 
En el caso particular l, =!l=l, N, =N¿=NÑN para 
N = 10 este aumento ocurre en 1%, y para Y = 100 en 4%. 
El volumen de cálculo on cada iteración para ambos esque- 
mas es prácticamente el mismo, y la diferencia en el número 
de tteraciones no es significativa. Puesto que el esquema con 
orden de exactitud elevado permite utilizar una red más 
burda para alcanzar una exactitud dada de la solución del 
problema diferencial, entonces su aplicación es especial- 
mente ventajosa en aquellos casos, cuando. la solución del 
problema diferencial posee suficiente suavidad. 

Recordemos, que en el $ 3 del cap. III para resolver el 
problema (17) nosotros examinamos un método directo: el 
método de reducción. Al igual que para un esquema de so- 
gundo orden de exactitud, para el esquema aquí a examinar 
el método directo exigirá un menor número de operaciones 
aritméticas que el método de las direcciones variables con 
parámetros óptimos. 
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S 3. Método de las direcciones variables 
en el caso general 


l. Caso de operadores no conmutativos. Supongamos que 
se exige hallar la solución de la ecuación operacional lineal 


Au = f (1) 


con el operador no degenerado A, el cual representaremos en 
forma de la suma de dos operadores nutoconjugados no con- 
mutativos A, y A, con cotas Ó,, A, y 2, As: 


Al = Af, ELESZALE AE, a+, 2,8, +6, >0, (2) 


Para la resolución aproximada de la ecuación (1) exami- 
naremos el esquema de dos capas del método de Jas direccio- 
nes variables con dos parámotros iterativos 00 y (64: 


BRN—ZA Ay, =0,1, ..., Y0€H, 
B=(0BE+A)(OBER A), T=0WV+08), 


Aquí los parámetros iterativos y el operador 2 no dependen 
del número de la iteración £. 

Como en el caso de los operadores conmutativos A, y Aa. 
la aproximación iteraliva y,+1 para el esquema (3) puede 
ger hallada por cl algoritmo siguiente: 


(OWEH As) Ya+rrja =(01DE— Az) Ya +, 
(O0DEH Az) Yari =[O0PE—A) Yi ja Hf. k:=0, 41, ... 


Investiguemos la convergoncia del esquema iterabivo (3) 
y hallemos los valores óptimos de los parámetros o(Y y yt, 
Suponiendo que el operador w(%) E + A, no es degenerado, 
estudiaremos la convergencia de (3) en el espacio energéti- 
co HA y, donde D = (0 E + A.2)?. En virtud de (2) ol opera- 
dor D es autoconjugado en HA, y de la suposición indicada 
más arriba se Sigue que Y es definido positivo en +. 

Para el error 2, = 4, — u obtendremos de (3) la ecuación- 
homogénea 


(3) 


A A PA 
S=(O0DE + Ay HloOWE+ A) (OPE A) (0WME— As). 
Pasemos en (4) al problema para el error equivalente 
E, —= (00 E + Aja. (5) 
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Obtenemos 
Dri = ST ps k=0,41,..., S=$,8», 
S¿=(00E4 A) (oDE—A)), (6) 
3¿=(0DE + Ag) (OME— Ay). 


Puesto que en virtud del cambio hecho (5) tiene lugar la 
igualdad || x, 1] = 1 2; |] entonces cs suficiente investigar 
el comportamiento de la norma del error equivalente z, en 
el espacio HA. De (6) hallaremos 


lt SIS ENS 111 S2 11H xl, =0,4, ... 
y, por consiguiente, 


za lo = 2 SIS PH EAS UI? liz to (7) 


Eslimemos la norma de los operadores S, y Sa. Supon- 
gamos que los operadores May + AQ. a = 1, 2, son no 
negativos. Enlonces del punto 4 del $ 1 del cap. Y en virtud 
de (2) obtendremos 


MLS máx [22=x 
1 Bac oDthz , 
= » Uy 
5,11<, máx [2011 

! SU 02) + y 


y, por lo tanto, 
ESAS. máx |, (2,91, 
ó <A, 


1 


b6,=y<%Ay 
0) 0) —y 
R, (x, y) — 0D yy” 


Tomando en consideración la estimación (7), planteomos 
el problema de elegir Tos parámetros 61 y 04% de la con- 
dición 

mín máx ]R,(z,y |. 
00, (1) ALLA 
dy 


Este problema es un caso particular del problema resuelto en 
el $ 4 del presente capítulo. Con ayuda de una transforma- 
ción lineal fraccional de las variables x y v (vease (15), (21) — 
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(24) en el $ 1) el problema planteado se reduce al problema 
de encontrar el parámetro x* de la condición 


mi (E 
asus | Ae 


ín máx | Pe |= p. (8) 


Con esto los parámetros 0% y m(% se expresan mediante x*. 
por las fórmulas 


rr*! a %_ rx*—y 


ii ” 1—inr ? 
y para el error z, tiene lugar la estimación 


ll za y < pa II Zo ll p- 


Además, en el punto 4 del $ 4 fue mostrado que para la elec- 
ción óptima de x* los operadores 0%E /- A, son definidos 
positivos, si 6, + 8 >> 0. Por consiguiente, en virtud de (2) 
nuestras suposiciones sobre la no negatividad de los opera- 
dores 0E + A,, a =4, 2, serán cumplidas a ciencia 
cierta. 

Citemos la solución del problema (8) independientemente 
de los resultados del punto 4 del $1. Examinemos la función 
p (u) = («4 — u)/(x + u) sobre el segmento 0O< y<u< 1 
para x >> 0, Esta función decrece monótonamente respecto 
de u y, por lo tanto, 


as 100100 (||. 5) 


De aquí es fácil obtener, que el mínimo según x de esta ex- 
presión se alcanza para x*, el cual se determina de la igualdad 


Y—N _ 1—x5x* 
A 


De aquí hallaremos 


(11) = 


x—u 2 [=p as 1—Vn 


=Wy, mín máx | 
Va 14YVñ' 


x n<u<i EST 
Ast, está demostrado 
TEOREMA 2. Sean cumplidas las condiciones (2), y los pará- 
metros 0 y 0) elegidos por las fórmulas 


o 1 M4 ya Vaz 
+iVa ” in” 
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donde r, s, t y vw están definidos en (21)—(24) del $ 1. El 
método de las direcciones variables (3) converge en H y, y para 
el error z, tiene lugar la estimación 


ivi 
ln <erIIsllo po YA, 

donde D = (OE -+ A,)?. Para el número de iteraciones n es 

válida la estimación 


n= ño (e) = ln 2/(2 In p) = 1n 7 Jevm. 


2. Problema de Dirichlet de diferencias para una ecua- 
ción elíptica de cocficientes variables. Examinemos un ejem- 
plo do aplicación del método de las direcciones variables en 
el caso no conmutativo. Supongamos que sobre la red rectan- 


gular 0 = (fr; = [ihy, hy) EC, OSIS NV, O<I< Na, 
ko. =l Ny, a =1, 2,) introducida en el rectángulo G = 
= UL a <Ú la, a = 1, 2), se exige hallar la solución del 
siguiente problema de diferencias: 


2 
Ay= Y (0. (0) 4) 9(04==0(2), 2€0, (y, 


y (1)=8 (2), Ey, 


donde los coeficientes del esquema de diferencias satisfacen 
las condiciones 


0Z ¿<A (1< Ca USOS q (1) < de. (10) 


En el espacio ¿If de las funciones reticulares prefijadas 
sobre w, con el producto escalar (u, 4) = D] u (2) v (ahh, 
15) 


- 
definiremos los operadúres 4, y 4, de la siguiente forma: 
Any 4 — Ay = — CA + 0,3qy, a=1, 2, yEl, 


y EH, donde, como es usual, y (x)=0 sobre y. 

Los operadores introducidos son autoconjugados en £Í y si 
€, (2) depende únicamente de la variable x¿ y q (2) es cons- 
tante, entonces los, operadores A, y A, serán conmutables. 
En el'taso generál la donmutatividad no tehdrá lugár, y para 
la resolución de la ecuación (1) correspondiente al problema 
de diferencias (9), se puede aplicar el niétodo de las direccio- 
nes variables (3) examinado en el punto 4 del $ 3, 
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El algoritmo del método tiene la sencilla forma 

OD po AyVn+1f8 = 0) Jr Al An +. 
ME AS lb — Ra, 
Yn+1pa (2) = E lu), 11 = 0, E, ho E 14 lo — la, 
0 Yu — Agrirr OY E ÁAsYnre E» 
ho E 2121 Lo — ho, 

Yi (2) =8 (0). zm=0 kh, h<a<th—A,. 

Quedan por hallar las cotas 0, y Ay de los operadores 4, , 


a =1, 2. Ya que las condiciones (10) se cumplen, entonces 
del loma 14 del $ 2 del cap. V obtenemos 


(y”, De, E fa (14) AY, Doa, p A 3 — UE, Y =: Í, 2 


donde X, (2) = máx v%(x), y v%(x) os la solución del 
20 y 
siguiente problema de contorno tripuntual: 


(Aquz Ya, —0,5q0%= —1, hat. <la—Ra: 
v2(2=0, x¿=0, la, hiSaj< lp — hp. 
El producto escalar según (0, se define de la siguiente forma: 


lao 


(ue, de, = 2 u (1) v (1) kh, = » ula) o (he. 


a, Do 


Multiplicando (11) por hg y sumando según zg, obtenemos 
1 y 
(4 1 |< (Ay, y), a=1, 2. 


Por consiguiente, en calidad de 6, se puede tomar 


dq = mín O B=3I—0, a=1, 2. 


, 
hy SExgS tg Mg Ya (xp) 


Fallemos ahora A,. Procederemos en analogía con el punto 2 
del $ 2. Designemos mediante 2 la parte diagonal de la 
inabriz A, correspondiente al operador A: 


Dy = de (1)y, 
| 0,09 (0) + 7 o (Ta, dp) + La (Ta + Aa, 14)), 
dd ida 
hat <= lp — hip. 
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Entonces liene lugar la desigualdad 
(Aoy, y) < (2 — mn (SL y, y) < (2 — Amin) as X 
XE O 


X lo (1) (Y, y), 


donde Amin es la constante de la desigualdad operacional 
hanin2 X Á « 
Flallemos ¿mípn. Del Jema 14 del $ 2 del cap. Y obtenemos 


(day, 1), <Pa (=p) (Aly) Yo (12) 
donde Pa (tp) = máx we (zx), y we(x) es la solución del 
LEO 


siguiente problema de contorno tripuntual: 
(2q1% Je — O óqut= —de (2), hat Sl has 
we(x)=0, za=0, ly, hai lp — hp. 
Multipjicando (12) por hg y sumando según 0g, obtendremos 


d 
(Ey, 1) <(4ay, y, a=1, 2. 


Por consiguiente, en calidad de Amt se puede tomar 


Ain mín —->——e 


por eso A, €s 
1 
Aa =(?- a) máx da (2), a=1, 2: 
“a 


Así pues, está hallada la información a priori necesaria 
para aplicar el método de las direcciones variables. Utilizando 
la condición (10), se puede moslrar. que fa magnitud y, 
la cual define la velocidad de convergencia del método, para 
el ejemplo a examinar es O (] 4 [%), donde ]A |? A+ Al. 
Por eso en virtud del teorema 2 para el número de ¡teraciones 


será Válida la estimación 
' 
n=_0 (+ ln 7) y 

[A] 


Examinemos un problema modelo. Sea el esquema de 
diferencias (9) prefijado sobre una red cuadrada en el cuadra- 
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do unidad (YN, = N¿— N, l, = l, = 1). Eligiremos los coe- 
ficientos a, (2), as (2) y q (x) de la siguiente forma: 


ar (2) = 1 +c [(z, — 0,5)? + (52 — 0,5), 
Zo (x) = 41 +e10,5 — lx, — 0,5)? == (Zo aL 0,5), 
g(1)=0, «0. 


En este caso en las desigualdades (10) c, =4, ca =1 + 
+ 0,50, d, = de =0, cambiando el parámetro c, obtendre- 
mos los cocficientes del esquema de diferencias (9) con di- 
ferentes caracleríslicas extremales. 

Citemos el número de iteraciones para e) método exami- 
nado de las direcciones variables en lunción de la relación 
Cot; s, del número N de nodos por una dirección para e = 
e TU", 


Tabla 12 


Comparemos este método con el método de relajación su- 
perior (véase el $ 2 del cap. IX), con el método alternativo 
triangular (véase el $ 2 del cap. X) y con el método implícito 
de Chebishev (véase el punto 3-del $ 2 cap. VI). Por el número 
de iteraciones el método de las direcciones variables examil- 
nado cede ante el método de relajación superior y ante el 
método alternativo triangular, pero supera el método de 
Chebishev implícito en 1,5—2 veces. Sin embargo, por el 
volumen de trabajo computacional el método de las direccio- 
nes variables cederá también ante el método de Chebishey 
implícito. 


Capítulo 
XII 


Métodos de resolución de 
ecuaciones con operadores sin signo 
definido y degenerados 


En el capítulo se estudian los métodos directos e iterativos de reso- 
lución de ecuaciones con un operador no degrenerado y sin signo defi- 
nido, con un operador complejo y también con un operador degenerado, 
En el $ 4 para una ecuación con operador sin signo definido se exami- 
nan el método con los parámetros de Chebishev y el método de tipo 
variacional. En el $ 2 para una ecuación con operador complejo de 
tipo especial están construidos los métodos de iteración simple y de las 
direcciones variables con parámetros iterativos complejos. En el $ 3 
son estudiados los métodos iterativos generales de resolución de ecua- 
ciones con un operador degenerado, cuando el operador es no degene- 
rado sobre la capa superior. El párrafo 4 está dedicado a la construc- 
ción de métodos directos e iterativos especiales para ecuaciones con un 
operador degenerado. 


S 1. Ecuaciones con un operador real 
sin signo definido 


1. Esquema iterativo. Problema de la elección de los 
parámetros iterativos, Sea en el espacio de Hilbert Af dada 
la ecuación 


Au =f (1) 


con el operador lineal no degenerado A. Para resolver la 
ccuación (1) examinaremos el esquema iterativo implicito 
de dos capas 


BRNCIE LAy=f, k=0,1,..., (2) 


TR +1 


con el operador no degenerado B y con y, € H arbitrario. 
Los esquemas iterativos del tipo (2) se estudiaron en los 
capítulos VI y VIII, donde fueron propuestos algunos pro- 
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cedimientos para elegir los parámetros iterativos tz Cn 
función de las propiedades de los operadores A, B y D. 
Recordemos que D es un operador autoconjugado y definido 
positivo, el cual genera el espacio energético 1f y. Fue mos- 
trado que para la convergencia en lí ,, de los métodos itera- 
tivos examinados se exige la definición positiva del operador 


C = DB(DB-A)JD=Y2. (3) 


Para operadores D concretos esta exigencia conduce a las 
siguientes condiciones para los operadores A y Bb: 

1) el operador A debe ser definido positivo en Jf, si D = 
=A, DB o A*B-A; 

2) el operador B*A debe ser definido positivo en A, si 
D =- AFA o B*B. 

Existen problemas para los cuales estas exigencias no 
se cumplen, es decir, o bien el operador A no tiene signo 
dejínido o es defícil hallar un operador B, tal que B*A sea 
en operador definido positivo. En calidad de ejemplo de 
tales problemas se puede citar el problema de Dirichlet para 
la ecuación de Helmgoltz en un rectángulo: 


Ye, ee mty = O, TEO, 
y (2) =8 (7). Ey, 


donde m*> 0, 

Este párrafo está dedicado a la construcción de métodos 
iteralivos de dos capas implícitas para el caso, cuando el 
operador € es un operador no degenerado y sin signo definido 
en £f. Aquí nosotros examinaremos sólo operadores € reales, 
el caso complejo se estudia en el $ 2. 

Pasemos a la construceión de los métodos iterativos. En 
la cenación 


Zh4y = (E == Ta+1 8 0A0dZa, OS Y A OA Ss 2n—1, 
para el error z, -- Y, — u dol esquema iterativo (2) haremos 


la sustitución 2, -— D-"Px, y pasaremos a la ecuación para 
el error equivalente x;: 


Wa +) e ( — Tr +1C)tpo ke E O, Í., A 2n a l, (4) 


donde el operador C está definido en (3). Puesto que el opera- 
dor € no tiene signo definido, entonces es obvio, que la 
norma del operador E — 7T,+,€ será mayor o igual a la 
unidad para cualquier T,+. 
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Examinemos ahora la ecuación que relaciona los errores 
en las iteraciones pares, Do (4) obtenemos 


Tanya = (E — Torn+2 CNE — Ton+1C)tono =0, 1, 
ui (9) 
Si se designa 
Or+1 = — Ten+eTarn+o =0,41, .... R—AÁ, (6) 


y se exige que los parámetros iterativos Tor+g Y Tor+1 PAra 
cualquier k salisfagan la relación 


l/ton+o + 1/Tor +1 == 20, k = 0, Ll, ... nl, (1) 


donde a es una constante indefinida por ahora, entonces (5) 
se puede escribir en la forma 


Capra =(E— 0410) Lazy =0, 1, ..., C=C2—2aC. (8) 


Si O a son hallados. entonces los parámetros T 
R+1 Y 0 ! OS Pp 5 Tor+g 
y Tox+1 en virtud de (6) y (7) se determinan por las fórmulas 


=> a 2 
Tor414 = — MODs y 0, + Op+4> 


PP OS (9) 
Topra = — 00 EY PO, + Op, 
k==0, 1, .... n—i. 
De (8) obtenemos 
Lon = AU (E-—-0/C) Zo, 
(10) 


[| tan HI E (E— 00)! 1! xo 11. 


Ya que el operador € depende de a entonces el requisito 
de definición positiva del operador € será una de las condicit - 
nes, a la cual está subordinada la elección del parámetro a. 
Además, de (10) se desprende que los parámetros 7, 1 < 
<ji¿ n, y el parámetro a se deben clegir de la condición de 


mínimo de la norma del operador de resolución [] (E — 
j=1 
== 0,0). | 
Este problema sobre la mejor elección de los parámetros 


iterativos 0; y a, y por consiguiente, de los parámetros t, 
para el esquema (2) será resnelto más abajo. Primeramente 
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estableceremos la relación del protedimiento propuesto de 
construcción del método iterativo con el procedimiento, 
basado en la transformación de Gauss para el caso de un 
operador autoconjugado C. 

Notemos, que el cambio u = DP, f= BD" 
permite escribir la ecuación inicial (1) en la siguiente E 


Cx =p, (11) 


donde el operador € está definido en (3). Utilizando (11), 
obtendremos 


Cx= Ci —2aCx=(C—2a E) y =0. (12) 


Así sucesivamente, si designamos y, = ZP yy, donde yn 
es una aproximación iterativa en el esquema (2), entonces 
hallaremos fácilmente 


=D'l22, = D'%y, — Du e vp —2. 


a x, en (8) y tomando en consideración (12), 
obtendremos el esquema iterativo 


AR y Cu =P, k=0, 1, ... (13) 
R+1 
De esta forma, el esquema (13) es un esquema de dos capas 
explícito para la ecuación transformada (12). 

Sea € =C€C*, Recordemos que en este caso la primera 
transformación de Gauss consiste en el paso de la ecuación (11) 


a la ocuación Cx = Cóx = Cp = q. Ya que € es un operador 
no degenerado, entonces el operador C* será definido positivo 
en H. Por eso la transformación indicada nos conduce a un 
operador con signo definido. Para resolver una ccuación con 
tal operador se puede utilizar un esquema de dos capas del 


tipo (13), sustituyendo € por E y q por y. Es obvio, que tal 
método es un caso particular (para a = 0) del método que 
se examina. 

2. Transformación del operador en el caso autoconjugado. 
Supondremos que el operador € es autoconjugado en H. En- 
tonces el operador € = C* — al también es autoconjugado 
en H. Nuestro objetivo más cercano' será eligir el parámo- 
tro a de manora tal, que el operador € sea definido positivo, 
y hallar las cotas y, = y, (a) y ya=ys (u) de este operador, 
es decir, las magnitudes de las desigualdades 


nE<CS YE, yoo. (14) 
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Si el valor indicado para € existe, entonces en virtud de la 
estimación 


JU (E-00ll< a. pl (1—ojt)| 


el problema de encontrar los parámetros 0, =1,2,. h, 
se reduce a la construcción del polinomio P, (t) de grado R, 
normado por la condición P, (0) = 1 y con Ja menor desvia- 
ción del cero en el segmento [y,, y,] del semieje positivo. 
Este problema tue estudiado por nosotros anteriormente en 
el capítulo VÍ durante la construcción del método de Chobj- 
shev. La solución tiene la forma 


— 1 
= a? pin EM =( — cos E n al iz np, 
donde k=4, 2, ..., n, 


2 Pp = 15 p,= 1—VE = NE 
VE Vs ? 1 M4 y E? ? mm 


Con esto en virtud de (10) para el error xo, será válida la 
estimación 


lan 114 Zo lb qn = 20 (1 + p1). 


De aquí se sigue que la elección del parámetro a debe estar 
subordinada a la condición de máximo de la relación y,/ys. 

Hallemos el valor óptimo para el parámetro a. Suponga- 
mos que los valores propios po del operador C están conteni- 


dos en los intervalos Era, Ye y Iya, ya. Como el operador € 
no tiene signo definido y es no degonerado entonces 


ELLIS (15) 
Hallemos los valores propios A del operador C =C3 — 2Zal. 
Es fácil vor, que los valores propios de los operadores € y € 
están enlazados por la relación: 

A =p — Zap, pES, (16) 


donde $ consiste de los dos intervalos [y,, ya] y [yz, yal. 
- Hallemos primeramente las restricciones sobre a que 
aseguran Ja positividad de Jos valores propios A, es decir, 
la def inición positiva del operador €. Analizando la desigual-. 
dad p? — 2ap > 0, encontramos que ella tiene lugar para yu 
que varía fuera del intervalo [0, 22]. Por eso esta desigual- 
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07 = 


dad se cumplirá pata f € 0, si a sátisface la condición 
9 0 

1.< 21 Y3- (17) 

Consideraremos que (17) está cumplida. De (16) obtene- 

mos que la transformación 4 = 4 (u) = p* — 2au aplica el 
o Ll 

segmento [y,, ya] sobre el segmento [A,. A,Í, y el segmento 


ys, ya), sobre el segmento (Ay, Agl, donde A; = A (y), 1< 
< ¿< 4. De esta forma, todos los valores propios del opera- 
dor son positivos y están distribuidos sobro los segmentos 
[Ao, 41) U TAs, 241 Por oso en fas desigualdades (14) conviene 
poner que 


Elijamos ahora 2a € (vo, va) de la condición de máximo de 
la relación y¡/pz. De (18) obtenemos 


o)P a. o o o 
Y = Ay => Ya (Y2— 20), Y. 2a Ya + Ya, 
> e 0 o o > 
Ag==Y3 (ps — 20), Ya + Y 20 < Ya, 
Y) = A,= Ya (Y, —2a), 2a Y, +Ya» 
> A o o o o 
As = Ya (Y¿— 20), Vi + Y <Ú20, 
Introduzcamos las siguientes notaciones: 
A, = Ye— Ys A2=Y4— Ys 
y examincmos dos Casos. 

1) Sea primeramente A,¡< Az, es decir, y, + y < 
< Y + Ye En este caso para € = yyfy, oblenemos la siguien- 
te expresion: 

Í o 
— a e e » 
Pp) y Y <2a=Ya4+ Ya) 
Ya (Ya — 2a) 
crece respecto de «a, 


Ya (120%) Yo + Y <2a< ya + Ya 
E=E(2)=4 ya (y. —2a) 
decrece respecto de az, 


o o —%a 7 Z 
MA + <a, 
Y1 (y, —20) 
decrece respecto de «. 
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Por consiguiente, en esle caso el valor óplimo de qu es 


poo rinda 19 


tenemos 


Y =%2 =4As= — YaYss (20) 
Ya =%,= Y. (A1— A0—= tv? (21) 


2) Sea ahora A,>Asz, es decir, Ye + MA, + Ye En. este 
caso tendremos 


dea 
EA ai, (Ya —20) ; 2a<Y, + Y 
Ya (1 —2a) 


crece respecto a au 
Ya (va — 22) 


E y, PTY <2a< Ya + Ya, 
Y1 (y, —2a) 


E=5(a)= 
crece respecto a dz, 
a — 202 o 0 o 
dl Ya + Ya <2a < Y, 
Y (y, — la) 
decrece respecto a «. 
Por Jo tanto, también en este caso el valor óptimo del pará- 
melro a so determina por ta fórmula (19), e] valor de y, está: 
dado en (20), mientras que ] 
Y =%A =Y1 (M2 — Ay) — Yap >2%> (22) 
Así, está demostrado ] 
LEMA 1. Sean contenidos los valor es propios del operador € 


en los intervalos ls, pal y vo, val, Ye <0< Ya. E ntonces 


para el operador C =C*—al si a = Ay = (7, E ya)/2 
son válidas las desigualdades 


yE<C< yk, y >0, 
donde 


Yi= —VoYas Ya Máx [y,(42— Ay), 
Y: (A2—AYi— Ya Ya 
Para el valor de a. indicado la razón y /y, es máxima. 
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Las afirmaciones del lema se deducen de (19)—(22). 
Señalemos que a, = 0, únicamente en el caso, cuando 


o o 
Ye = — Yg: 

3. Método iterativo con parámelros de Chcbishev. Más 
arriba hemos examinado el esquema iterativo de dos capas (2) 
para el cual los parámetros T,, k =1,2,..., 2n se expresan 
mediante 014, 1Z<k< mn y a por las fórmulas (9). Con esto 
los parámetros «w, son los parámetros iterativos del método 
de Chebishev y se doterminan por las fórmulas respectivas, 
y la información apriorística necesaria para esto al igual que 
el valor óptimo del parámetro a están dados en lema 1. 

Notemos que nosotros supusimos la pertenencia de los 
valores propios y dol ¿Operador autoconjugado € a los seg- 


mentos Loa, xo) y lo, 4). De la definición (3) del operador € 
se sigue que los valores propios dol operador € son también 
al mismo tiempo valores propios del problema siguiente: 


Au — pBu =0. (23) 


Para cerciorarse de esto, es suficiente multiplicar el primer 
miembro de esta ecuación por el operador D'?B y hacer un 
cambio, poniendo u = D-*/*b. Observemos que el operador € 
será autoconjugado en ff, si es autoconjugado el operador 
DB-1A. Formulemos los resultados obtenidos como un 
teorema. 

TEOREMA 1. Sea el operador DB-"A autoconjugado en H 
y supongamos que los valores propios del prob lema (23) pertene- 

Lo] Le] o 


cen a los segmentos Íy1, yl y lYg. val, YE ya <O< Y < Ya 
Para el proceso iterativo (2) con los parámetros 


Le A o 
V2h=1 = — 0, — V ao +0, Toy == — Apr +Y ALA Wa, 
E E A 


es válida la estimación 


[| Z2n E Un [| 20 lo, 
donde 


(1) <<  crd —> 
k 4 Por , pa E Min 
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A E 
_ 2P3 _ Yi 
ln = 1+p3” 5 Ya ? 


a0=0, (Ya + Ys), Yi= — YeYas 
va = máx [y, (A2—A), Yi (A2—AYI—YvYo 


o o o 0 
A¡=YP.—Y1is Az= Ya— Yo- 
El método iterativo (2) con los parámetros indicados Ty 
lo llamaremos méiodo de Chebishev. 
Examinemos algunos casos parliculares. Sea A, = A,, es 


0 o 0 o 
decir, las longitudes de los segmentos ly,, y) y lys, ys] son 
iguales. En este caso lenemos 


Y= — Velar Ya= — ViYuas ¿=P 
YiYa 


Mostremos que en el caso que se examina la lista construida 
de los parámetros 1, es la mejor. Esta afirmación es necesario 
demostrarla, por cuanto durante la construcción de los 
parámetros 1, para el esquema (2) nosotros impusimos r con- 
diciones (7), y por consiguiente, la elección de los parámetros 
estuvo subordinada a restricciones complementarias. 

De (5) y (8) hallaremos que 


Lan — Qon (zo 5 P, (Cp, 


donde 
2n AÑ n 0 

Qu (0) = [| (E=510)=Pn(0)= || (E—00). (24 
Examinemos los correspondientes polinomios algebraicos 
Oon (1) y Pan M4) A = p? — 2au). Si los parámetros (wj, son 
elegidos de la manera indicada en el teorema 1, entonces 
el politnomio P, (A) se expresa de modo siguionte mediante 
el polinomio de Chebishov de 4-cr género P, (A) (véase el 
punto 1 del $ 2 del cap. VI): 


Pr (d)=q 1 (2%), Pr(0)=1, 


0 
máx |P, (A)] =qn- 
NL ZY 
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Notemos que en los puntos y, = A, <A XX... <A, = Ya 
donde . 


kt 
3 k=0, 1, .. .4$ nr, 


A k—= (De 


el polinomio P, (4) alcanza los valores extremos sore 
lv, val: 
Pr, (41) E (—1)* Gas k = O, : AE A (25) 


Puesto que en virtud de (24) ticne lúgar la igualdad Q,, (u)= 
=P A), donde A y up están enlazados por la relación 
A = up? — 2ap, entonces de (25) hallaremos 


Qon (M5) = Gon (uz) = (— 1)* In k=0,4,..., n, 
(26) 
donde uh y ui son las raíces de la ecuación cuadrática 
pz — 294, — Ap =0, k=0,4, ..., n. (27) 
Luego, para ol caso a examinar la transfornación4 =4A (1)= 
= 12 — 26u aplicada cada uno de los segmentos [y,, Yal 
y Iva, yal sobre un segmento [y,, ya]. Al mismo tiempo a los 
puntos U = ya y UM = Yo les corresponde A = yy, y ap = yy» 


y mM = Ys les corresponde A == yz. Por lo tanto las raices 
do la ecuación (27) están ción de la manera siguiente: 


y = Un Á n-1<... Ho = Ya» 


PW= MHZ LB Ya 


Supongamos ahora que la lista de los parámetros Tz 
construida en el teorema 1 no es la mejor. Esto significa 
que existe otro polinomio de grado no superior a 2 do la 
forma 


on (1) 7 Ll (1 > TH), 
para el cual 


máx [Qan (1) < dar L=[Y,, ye U [Ya yal 
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Examinemos la diferencia Ron (1) = Quen (1) — Can (1), 1 
cual es un polinomio de grado no superior a 2n. La o: a= 
ción de la existencia de 2n + 2 raíces del polinomio Kon (1) 
nos conduce a la conclusión sobre la inexactitud de la supo- 
sición hecha más arriba. 

Para la demostración examinemos los valores de Hz, (u) 
en los puntos Az, UZ k< n. Ya que, según la suposición, 


—4n < Gan (1) < On, EL, entonces 


Ron (15) = Qan (15) — Qan (113) =(—1)* qn — Gan (15) 
y Ron(pz)<0, si k es impar y Ra, (px) >0, si h es par. 
Por lo tanto, al pasar de uz a Hxy1, UOSk<n—t, el poli- 
nomio Han (u) cambia de signo. Por eso en el segmento 


Ya, Ya] existen n raíces de este polinomio. Análoga- 
mente, examinando los valores de R,, (um) en los pun- 
tos uf, OX<k=<n, demostraromos la existencia de n 


raíces también sobre el segmento [Ys, Yi]. Después, 
puesto que 


Rzn (Y2) = Pon (py) >0, Man (vs) = Ron (13) > 0, 
Ran (0) =0 


0 0 
entonces en el intervalo (va, Ya) hay o bien dos raices dife- 
rentes (una de las cunles es el cero) del polinomio Ra, (pu), 
o el cero es unha raíz múltiple. Por consiguiente, sobre el 


segmento [y,, ya! el polinomio 7?,, (1) posee 2n -+- 2 raíces, 
lo cual no es posible. 

Así pues, para el caso A, = A, la lista de los paráme- 
tros T, construida on el teorema 4 cs la mejor. 


o . 


Sea ahora A, <A. En este caso tonemos Yi = — Ya Vs Y 
m- Y el A 1) — PV Ya que y= Ya (A — AN 
=V (y, — — y.) entonces Yi Y Ye no dependen de y, Por 


lo tanto, e cualquier y, del intervalo Ya + pa — Y Á 


<Y1< yg tenemos una misma lista de parámetros T;, y el 
método interativo (2) converge con igual velocidad para 


todo Yi del intervalo indicado. 

Como: conclusión. notemos que el con junto de los paráme- 
tros Ty, construido on el teorema 1 será cl mejor posible también 
para el eáso, cuando rn =1, y A, y Az no son obligatoria- 
monte iguales. Este es el caso del método cíclico de iteración 
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eimnla mara al onmatlan nl cernmama (Ol +. . Tower *=. — 
simple, ll el cual en el esquema (2) Tornar = Tio Tan = To» 


k=4,2...., y T,, 7, Se encuentran por las fórmulas del 
vt 4 para n=1 (0, = 0,7) 
Ty = — Ay) — Y 204 + 09, Yy= — ty W0o + V aw; + 00, 


donde 0, = 2(y, + Y2). Ya que en este caso tenemos 
n= 5 (E— (1C) tr =(E— 040)” To, 


_1—E Yi 
|| E— yl |< Po Po= THE" ire 
entonces para el error zz, del esquema iterativo (2) tendre- 
mos la estimación 


Il zan llo < pr 113, | p. 


Ya que en virtud de (6) y (7) dos parámetros T, y T, Se cam- 
bian por los parámotros 0, y u, y los últimos se cligen de 
manera óptima (0, = 0,, 4 = Gp), entonces realmente, Jos 
parámelros T, y T, para el método de iteración simplo están 
clegidos mejores. 

4, Métodos ilcrativos de tipo variacional. Más arriba 
hernos examinado los métodos iterativos para el caso del 
operador autoconjugado DB-* A, cuando no todos los valo- 
ros propios del problema (23) son del mismo signo. Con esto 
la convergencia del método iteralivo (2) fue garantizada 
por la construcción de un conjunto especial de parámetros 
itorativos. Examinemos ahora los métodos iterativos del 
tipo (2), cuya convergencia para la elección usual de los pará- 
metros iterativos está asegurada por la estructura del opera- 
tor B. Con este procedimiento de construcción de los esque- 
mas iterativos nosotrog luvimos relación en el método da 
simetrización de una ecuación (véase el cap. VI, $ 4, pun- 
to 4) y durante el estudio de los métodos de los errores míni- 
mos y de los errores conjugados en el capítulo VIII. 

Supongamos que el operador B tiene la forma 


B =(A4*) AB, (28) 


donde 4 es un operador a«utoconjugado y dofinido positivo 
arbitrario. En calidad del operador D tomaremos B. Enton- 
ces DBA =A4* 4,C = BARA*ADB-1/2, Si el operador B 
no es degenerado y no tiene signo definido, entonces el ope- 
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rador € os igualmente definido positivo. Además, el opera- 
dor C es autoconjugado en Af. Por oso, si son prefijadas y, 
y Y, en Jas desigualdades y EX CS yt, y, >0 0 en las 
desigualdades a ellas cquivalentes 


yB=< AtAS yb, 7, >0, (29) 


entonces los parámetros t, en (2) pueden elegirse por medio 
de las fórmulas del método de Chebishev de dos capas (véase 
el cap. VI, $ 2, punto 1) 


y T qa (2 —1) rx : 
+ EMP ( cos SL, 1<1iSn], 
k=1,2,..., 1, (30) 


o E rea m ==" 
Je es o 


De osta forma, tiene lugar 

TEOREMA 2, Sea Á un operador no degenerado. Para el 
método iterativo (2), (28) con los parámetros (30), donde Y, y Ya 
están dados prefijados en (29), tiene lugar la estimación 
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Si las constantes y, y ya en (29) o bien son desconocidas, 
o pueden ser estimadas demasiado burdamente, entonces se 
pueden aprovechar los métodos iterativos de tipo variacional 
examinados en el eapitulo VITI. 

Si para el esquema (2), (283) se eligen los parámetros T; 
por las fórmulas 


a (h, 71) a 
+ Amp, ra)? k=0, 1, ..., 


donde rr, = Ay, — fesel defecto y w;, la corrección defínida 


de la ecuación Bw, — A*r,, entonces obtendremos el método 
de los errores mínimos (véase el cap. VU, $ 2, punto 4). 
Como cs conocido, para el error 3, de este método tiene 
lugar la estimación 


[12m lly 02M Zo ll 
donde p, está definido en (30). 
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Si examinamos el esquema Jterativo de tres capas 


BYugs == Gnqr (B — Tngrdl)yn + (1 — Op41) By + 
+Tr+1% rf) kl. 
By = (B — TAYo + TUE Y EH, 


donde el operador BM esta definido en (28), y elegimos los 
parámetros iterativos ayi Y Ti¿+1 medianto las fórmulas 


sE (Th, ra) == 
dr rr k=0, 1, 
y — Ti 1) 1 Y 4 4,2, 


co, O4==1 
TA ("ki Fk=1) Uh a 4 


Apt E ( 
entonces obtendremos el método de los errores conjugados 


(véase el cap. VIII, $4, punto 1). Para el error de este método 
es cierta la estimación 


ll2n llz <9n 1130 ll 


d. Ejemplos. Examinenos la aplicación de los métodos 
construidos más arriba para encontrar la solución del proble- 
ma de Dirichlet de diferencias para la ecuación de Helmgoltz 
en un rectángulo: 


Ya, YY zx HNY = —Í (x), Eo, 
y(1)=8(2), Er, (51) 
dondo 0 = fa =(ihy, jh), 0<i< Ni 0<Ii< Na, 
RaNo = la, a = 1, 2), y y es la frontera de la red 0. 
Reduciremos el problema (31) a la ecuación operacio- 


nal (4). En este caso A es el espacio de Jas funciones reticula- 
res, definidas sobre (w con el producto escalar 


(ue, »)=2 ulx)v(r)hity, uE€H, veH. 


Definamos ol operador Ri de la siguiente forma: Ry == 


= — Ay, yEeH, yEH yy lo = y (2), x€ om, donde H es 
el conjunto de las funciones reticulares, definidas sobre o 
y que so anulan sobre y, y Á es el operador do Laplace de 
diferencias Ay = Yxx, + Yxsx,- Entonces el operador A so 
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define por la igualdad A = R — m?E. Ya que el operador R 
es auloconjugado en A y tiene valores propios 


4 ko Th 
(1) 2) 147 Q 94 
E 


¡IZ EN — 1, 


entonces el operadorÁ también es autoconjugado en A y sus 
valores propios pj, se expresan medianle A, por medio de 
la fórmula 


Ej —= hy — mi, fe = (My, Ko), Í < Ko < Na —, 
a =41, 2. (32) 


Supongamos que 72* no coincide con ningún A,. Designamos 
mediante Dm y Am, los valores propios hy Más COrCAnos 
a mé respectivamente por debajo y por encima, es decir, 


in << m2 < hm, (33) 


En este caso el operador 4 no vs degenerado y no tiene 
signo definido. 

Para resolver la ecuación (1) con el operador A indicado 
cxaminaremos el esquema iterativo explícito (2) (B = E). 
Si suponemos D = £, entonces el operador DB A coincide 
con 4 y es autoconjugado en ff. La elección de los paráme- 
tros iterativos en este caso se puede realizar utilizando el teo- 
rema 4. Do (23) oblenemos que la información apriorística 
necesaria se da mediante las fronteras de los segmentos 


lv. yal y [ya ya] de los somiejes positivo y negativo, sobre 
los cuales están distribuidos los valores propios del opera- 
dor A. 


De (32) y (33) hallaremos Y =0—m?, Ya= hm —11?, 
Ya = Am, — Ma, Y ÁA—m?, donde 


2 
4 SiRo, 
a as O 2 
mins y FE sen?» 
ai 
E á h 
T 
dd a ha La 


Hallemos ahora y;, Ya y la magnitud VE la cual determina 
el número de iteraciones para el método a examinar, de for- 
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ma tal que n> A, (e) = In (2/212V E). Do las fórmulas 
del teorema 1 hallaremos 


y1= (m*— Am1) (Am, — m7), 
e (A 7 mi) (A + m?— Am, a Ama)» Mm, + Am, E (A HF 0), 
uN | (m2 — 8) Amyy + Am, — M2 6), Am, + Am, 22 (A + 0). 


Lia relación E = y;,fy2 depende de m*. Para obtener una 
representación sobre la cualidad del método iterativo que se 
examina, hallaremos el valor m* del intervalo (Am, Am) 
para el cual E es máximo. Obtendremos 


m?= 0,9 (An, “+ Ama)» 
y con esto 
An —A, 12 
Y = (222) ; 
_((4—m2*, 2Z¿MEA + 6, 
qn | (m2--6)2, 2m8>A +0. 


Si mi es pequeño, 0 $Ca Am, Y A, SON Cercanos a Ó, enton- 
" j »Mi» 4 e) a 
ces y = 0 (d), y ye — (8 — mM) =0 (ma): En este caso 


el mejor E — 0 (1 A 1%. Si Am, y %n, S50N cercanos a Á, enton- 
ces de nuevo obtendremos £ — O (| 4 |]%. Solamente para 


el caso, cuando Am, Y Am, soh próximos a 0,5 (A — 8), 
obtendremos 


10 (yx) y 1-0 (lr), 


asi que 


58 =0(|h 1). 


Observemos que el problema de diferencias (31) puede ser 
resuelto por uno de los métodos directos, examinados por 
nosotros en los capitulos 111 y TV: o bien por el método de 
reducción completa, o por el método de separación de varia- 
bles. Los problemas de contorno tripuntuales que aparecen 
con éste deben resolverse, a diferencia del caso m = 0, por 
el método de factorización no monótona, 
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$ 2. Ecuaciones con un operador complejo 


1. Método de ileración simple. Sca en el espacio de llil- 
hert HA dada la ecuación 


Au + qu = f, (1) 


donde Á es un operador hermitiano, y q = 91 + iq, es un 
número complejo. Para la resolución aproximada de la 
ecuación (1) examinaremos el esquema explícito de dos capas 


HORA (AH E) y =!, k=0, 1, ...3 Yo EH, (2) 


donde Tt= T, + ¿v, es un parámetro iterativo complejo. 
Supondremos que q, +0, y y;, ye son los constantes en 
las desigualdades 


MÉS AS pl. (3) 


Investiguemos la convergencia del esquema iterativo (2) 
en el espacio energético IF (D = E) y hallemos el valor ópLi- 
mo para el parámetro iterativo t. Utilizando (1) y (2), escri- 
bamos la ecuación para el error xr, = y, — u en la forma: 


Mii= Ss == TE, (4) 
donde 

C=A +qí. 
De (4) hallaremos 

En = Lg Un IS 1 S* |] x, 11. (+5) 


Estudiemos el operador de transición de una iteración 
a otra. Puesto que el operador A es hermitiano, entonces 


C*R=A+qE, C*C-CC*, 


es decir, el operador € es un operador normal. Por eso ban:1- 
bién es normal el operador $. Es conocido (veáse el cap. Y, $1 
punto 2), que para un operador normal S son válidas las 
siguientes relaciones. 

nn n 00 líSz, 7] 2) | 

1S* [=[1S1P, 11S4= lol O 


Por lo tanto, de (5) se deduce que el problema de la elección 
del parámetro iterativo T se reduce a encontrar el mismo «de 
la condición de mínimo de la norma del operador $. 
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Resolvamos este problema. De (3) se deducirá que 


(Cz, «) 2) 
TIE ES, 
Q == fz — E 21 +4 (22 — 2 ¿03 0< a X ¿Ml A=VYV01 +0 


= Y =|- q» 
donde $ es el segmento en el plano complejo que une los pun- 
los 31 y Zy. Por eso 


SI, y 
ES (1=sop LE! — sup ]1 2 
E 1612 
y el parámeteo 7 se busca, partiendo de la condición mín máx 


T  rén 

p1 — 712 |. 
Investiguemos Ja función q (2) = 14 — tz |. Puesto que 
las líneas de nivel | 41 — tz | -- Po Son circunferencias con- 
céntricas con centro en el os 14 y de 'adio R=pl|1, 


Los 21 Y Za deben estar sobre una da de Niel Por consi- 
guiente, deben cumplirse las igualdades 


¡1 — ToZ1l= Po 11— tp l|= Po: 


al mismo tiempo | 1 — 7,2 |< p, para z € £. 
Jiscribamos estas ígualdades en la forma equivalente. 


1-—Totg | _ 1 qe [23 —21 | 
d 21 1 —T031 


Ya que en virtud de la primera igualdad al cambiar 7, el 
número complejo 


4 —*TaZa 


VA 


recorre la circunferencia unidad en el plano complejo con 
centro en el origen de coordenadas, entonces py será mínimo 
si se cumple la igualdad 


Í—10% __ la 13 
1 —T73, 24 |2g] 


Esta condición da el siguiente valor T,: 
0 


q => 1221/20 Ha /7a (6) 


Iml+ Hal * 
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Con esto valor 1 = 1, para la norma del operador $ es cier- 
ta la estimación 


1S l=00= HE (7) 


utilizando el cual, para el error x, del esquema ¡lerativo (2) 
obtendremos la estimación 


ll za ls < ps 11 Zo la: (8) 


Hallemos ahora las condiciones bajo las cuales pp, < 1. 
Puesto que es válida la desigualdad 


<i21 (14 2/) =121 + I2a1, 


y al mismo tiempo aquí se alcanza la igualdad solamente al 
cumplirse la condición 


21 


(23 — 2,1] = |2,| Tal” 


21 
[3, | 


71 Za lil Za 


1 Talla Tal? Sd 
entonces Pp, < 1, si no tiene lugar (9). 

En el caso a examinar 2, = Y, +9 Y 22 = Ya +0 
De (9) encontramos fácilmente que en dos casos py 1: 
o bien qa 7350 y Y, y ya son cualesquiera, 0 q, = 0, pero 
Y, y yg están subordinados a la condición (y, + q1) (ya + 
+ q1) > 0. A continuación consideraremos que estas condi- 
ciones son cumplidas. Entonees ol proceso iterativo (2) 
será convergente. 

TEOREMA 3. Sea A un operador hermitiano y supongamos 
que sean cumplidas las desigualdades (3). El proceso iterati- 
vo (2) con al parámetro - 


=n oe A frialdad 
150 Iv tea+lys+2! vi +09 + v1=+2 ) 


pila en H, y para el error tiene lugar la estimación (8), 
onde 


Pp == Ya — Y1 1 
0 Iva lvatel >” 


OBSERVACION. Mas arriba fue resuelto el problema de 
encontrar el parámetro óptimo: r de:la condición mín máx 


[1 — 71z |, donde € es el segmento del plano complejo 6 


une los dos puntos 2, y 2. Es fácil hallar la soJución de este 
problema también en el caso, cuando Q es un círculo con 
centro en el punto zq de radio r, < |, |, es decir, que no 
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incluye en si el origon de coordenadas. La solución del pro- 
blema planteado tiene la forma 


==, supli—Tp] =p) =,2 <1. 


20 169 al 


Examinemos ahora el empleo del método construido para 
encontrar la solución del siguiente problema de diferencias: 


Au qu =—(2, x<€0, 
U lx) = gl) xZEeYy q=q + 4 (10) 
A=A,+A», Ayu =(04u7 da,» A=1, 2, 
donde w = fx, = (ihy, ko) EG, OL NN, 0<]j< Na, 
RNÑa = lay a —1, 2) es una red en el li G = 


= (0< 2¿< l,, a =1, 2,)), y los cocficientes 4, (1) son 
reales y satisfacen las condiciones 


0<0 <a (Ec, reo (11) 


En el caso que se examina 4 es el espacio de las funciones 
reticulares de valores complejos, definidas sobre w, con el 
producto escalar 


(u, v) Ll u (2) v (2) h,hy. 


El problema (10) so escribe en forma de la ecuación (1), 
dondeel operador A se define de la manera usual: Ay =— Ay, 


donde y € HP, y(x)=y(x) para € O, y (1) =0, x€ y. 

Para resolver la ecuación (1) construida examinemos el 
esquema iterativo explícito (2). 

Utilizando las fórmulas de Green de diferencias para 
funciones de valores complejos, y también las desigualdados 
(114), nos cercioramos de que el operador A es hermitiano en 
Ef, y en las PR (3) 


dd yy sen2 


o =1 
: h 
JT 
e 2 e 2 
o=1 
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Si elegimos el parámetro rt de acuerdo con el teorema 3, 
entonces para el error x, = y, — u tendrá lugar la estima- 
ción (8), donde está definido en el teorema 3. | 

En el caso particular, cuando l, =l. =! NN, = No. =N 
y q =0(1), q, =0 (1), obtendremos p, =1 — 0 (N-3. 
Por consiguiente, para alcanzar una exactitud e dada se exige 
eumplir rn, (e) = 0 (A? In?) iteraciones. 

2. Método de las direcciones variables. Examinemos de 
nuevo la ecuación (1) y supongamos que el operador A se 


puede representar en forma de la suma de dos operadores 
hermitianos conmutativos A, y 4Ag: 


A=A1, + Az 4A142 = AzAlr, Al = Ada a =1, 2. (12) 
Sean Ó y Á las cotas de los operadores A, y Aj, es decir, 
SESALEALKL, a=1,2. (13) 


Para resolver la ecuación (1) examinaremos el esquema 
iterativo de dos capas implícito (2), en el cual el operador £ 
está prefijado de la siguiente forma: 


B = (ue + Ar + q4£) (0£ + Az + quE), dy = 0,5 q. (14) 


y los parámetros T y (% están enlazados por la relación 1 == 
= 20. Nosotros obtuvimos un esquema iterativo análogo en 
el capítulo XI durante la construcción del método de las 
direcciones variables. Observemos que para encontrar y, +1 
en el esquema (2), (14) se puede utilizar el siguiente algorit- 
mo: 


(0£ + COYrrija = [OL — Colya +/, 

(0 + Conga = lO — CdYrrrpa HÍf. R>—0 4,... 
donde para abreviar las notaciones C., = Ay +Y,£É, 
e A | 

Pasemos a investigar la convergencia del esquema (2) (14) 
en la norma de ¿7. Aprovechando la conmutividad de los 
operadores A, y Az obtendremos la ecuación para el error 2, 

Zq+1 = SiSg2h) k=0 4d, ..., (15) 

Sa =(f0E + €, (0 — Co), a 1,2, (16) 
al mismo tiempo los operadores $, y S2 conmutan. Do (15) 
hallaremos 


2 =57532%0  l12a 111] S7 (111534111 zo 11. (17) 
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Estimemos la norma del operador Sé, a = 1, 2. Por cuanto 
Co es un operador normal (C¿ly, = Ca Ca, a =41, 2), 
entonces también será normal el operador S,. Por eso 
1 S2 I| = 11 SE [PP y es suficiente estimar la norma del mis- 
mo operador LS. 

Ya que la norma de un operador normal es igual a su 
radio espectral (véase el cap. V, $ 1, punto 2), entonces 
de (16) obtendremos 


Q-— a 


(18) 


donde los A, son a valores propios del operador C¿. En 
virtud de las suposiciones (12) y (13) hechas con respecto a los 
operadores Á , obtenemos, que Aa € = [z = 23, + a (2, — 
2), 0LX0<1, 7 =0 + Gp 22 = A + Qp) para a =1, 
Por lo tanto, de (18) obtenemos que 


IIS. [IE máx | el» a=1, 2 (19) 


Planteemos ahora el problema de elegir el parámetro 0 
de la condición de minimo del segundo miembro de la desi- 
gualdad (19). 


Examínemos la aplicación fraccional lineal 
= (w— Zi + 2), 0 +0, (20) 
la cual establece una relación entre los puntos del z-plano 
y los puntos del z-plano. De las propiedades de la Lransfor- 
mación (20) se deduce que a las circunferencias | w | = po 
en el w — plano para p > 1 le corresponden circunferencias 
en el z—plano, y a la circunferencia unidad le correspondo 
en el z-plano una recta que pasa a través del origen de coor- 
denadas. Los puntos de la recta indicada tienen un argumen- 
to que se diferencia del argumento de w en +4/2. 
Hallemos en el z-plano el centro y el radio de la cireun- 
ferencia que corresponde a la circunferencia |w | =p. +1 
en el w -- plano. Para esto expresemos de (20) z median- 
te m 
= 0 (1 —wdi+ww, 
y utilizando esta relación calculemos 
¡eL ¿|= ¡Eo 1—uw 210] [wm |wp?| 


(pe To 1 PP NTRA TE 
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Ya que 
[w+ 12] = jo +00] = ||] —1+w| =|w0)14+w), 


entonces finalmente obtenemos 


1-+ |w]? —2|= 2|w01|0)] 
1 — Jw!|? ¡1—|w]2| * 


De aquí se deduce que a las circunferencias | w | =p, < 
< 4 corresponden las circunferencias en el z-plano con cen- 
tro en el punto z, de radio £i, donde 


+7 2 
2q= O, R ar: (21) 


Notemos, además, que en virtud de la biunivocidad de 
la aplicación (20), las igualdades 


(0 3 
+2 
son equivalenles 


Regresemos al problema planteado. Bxamivemos la fun- 
ción 


=p <1, lz—2|=2 (22) 


91) =1w1=| 


De lo dicho más arriba se desprende que las líneas de nivol 
p (2) =p, para py < 1 son circunferencias con centro en 
el punto 2, de radio /2, donde z, y ¿e están determinados 
en (21). Para diferentes py estas circunferencias no se inter- 
secan, al nismo liempo Ja circunferencia, correspondiente 
a un valor menor de py, está contenida en el interior de una 
cireunferencia, correspondiente a un valor mayor de p,. De 
aquí obtenemos que para el valor óptimo Y = 0, los puntos 
2, y Za deben estar sobre una línea del nivel: 


(Wa — 21 Do —22 == 
| (a +21 Wa +23 po, (23) 


con esto se cumplirá la igualdad 


=pp<Í, | 


. — 
max == ; 
19 | Op Tí 2 Po 


El parámetro 0, debe ser elegido de la condición de minimo 
de pp: 
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Hallemos el Wo óptimo y calculemos po. Doe (23) en virtud 
do (22) obtenemos 


lz22 4 1l=BRo 120 —221=— Pos 
A R _ 2010! 
o= 


ly = 1—p1 W0 07 e 1—p] 
6 
to —*9|__ 2Po_ _ Ry | 23 —21 | 24) 
2 —31 "bp a 2. 4023 ( 
31 lq — 21] 


Observemos que py es mínimo, cuando es mínimo 


E, y esto tiene lugar, si exigimos el cumplimiento 


de la igualdad 


dq —21 zi |2g 


Sustituyendo esta oxpresión en (24), oblendremos 
2Pp pa [22 —21| 
1408 Izml+ 1211" 

De aquí hallaremos fácilmente 


_ Ub 211 + 1221 — 122321 | 
Y= + EDT (26) 
El py? _ 211 + 1221 +/23—2, 1 
Ya= => (211 + 1221 á 
>= 1 —Po y? 
Br Ya (+) ¡ 
Por consiguiente, 
AVE [— 
Po = 1+ VE? LE = y YY 
y además, 


+p o 
e A = 2 0) — , 
APA YA 


Sustituyendo esta expresión en (25) hallaremos el valor 
óptimo del parámetro 07: 


ES E Y ei 
1) lí ' ; (27) 
9 Yz,1/21+1221/2) Y viv 
De esta forma, para el o — O, Óptima está oblenida 
una estimación de la vorma del operador Se: il Sa Ez Pos 
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a =3, 2. Sustituyéndolo en (17), hallaromos una estimación 
para el error z,: 


an an VE _ +H. 

| Za [ES || 29 Il, Po 14 yt , E= Ya * (28) 

Razonando como en el método de iteración simple, halla- 
remos que la desigualdad y, >0, y junto con ella la desigual- 
dad p, < 1 tendrán lugar en dos casos: o bien para de 0, 
ó para q2 =0, pero (8 + 0,5 q) (A + 0,5 q,) >0. 

Así, está demostrado el siguiente 

TEOREMA 4. Sean cumplidas las condiciones (12), dadas 
0 y A de las desigualdades (13) y o bien qa 20, Ó q =0 
y (8 + 0,5 q) (A + 0,5 q,) > 0. Para el mélodo de las direc- 
ciones variables (2), (14), en el cual el parámetro iterativo 
w = 0p, está elegido por medio de la fórmula (27), y t = 
-= 2, es válida la estimación (28), donde ve y ya están dei 
pidas on (26). 21 =0+05qY2%2=ATF+05 q. 


OBSERVACION £. La solución del problema pa pros e > 


donde Q es el círculo con centro en el Dnitó Zo del radio 
ro < |z,) tiene la forma 


02 2] 1—VE Y 
0,2 IS VE? Ya ? 


donde y, = 1 — ro 130 1, ya =1 + Tp/1 Zo 1. 

OBSERVACIÓN 2, Si en lugar de las desigualdades (13) son 
prefijadas las desigualdades ¿EX A.¿< Aga E, a = 1, 2, 
enlonces on el teorema 4 se debe poner e mín (6,, 8.) 
y A =máxíA,, As). 


(Md = Zo V Y1 Ve , Po= ns | 


S 3. Métodos iterativos generales para ecuaciones 
con un operador degenerado 


1. Esquemas iterativos en el easo del operador no dege- 
nerado B. Sea en el espacio de Flilbert, de dimensión finita 
HT =Hy dada Ja ecuación 


Au =f (4) 
con el operador «degenorado 4. Esto último significa que la 
igualdad Au = 0 ocurre para algún u 30, Recordemos 


(véase el cap. V, $ 2, punto 2) la información relacionada con 
el problema de la resolución de la ecuación (1). 
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Sea ker 4 el núcleo del operador Á, es co fui 
de los elementos u € HH, para los cuales Au = 0. Media 5 
imá — transformada del operador A — oe AS 
conjunto de los elementos del tipo y = Ar, donc e u sr 
Es conocido que tienen lugar las siguientes La 
nes ortogonales del espacio ff en sunsas directas de dos 
subespacios: 
HU =koA0imAa*, H-= ker A* 9 im Á. (2) 


Esto significa que cualquier elemento u € H se puede repre- 
— es o A se , 

sentar en la forma 4 = uu, donde uE imA* y u€ 

€ ker A, y al mismo tiempo (ua, u) = 0. Análogamente 


PA 


u = uu -+u, donde u € im A y u € ker A*, (u, u) = 0. 
Supongamos que cn la ecuación (1) f = + f, donde 
fE imA y f € ker 4*. Se Hama solución generalizada de (1) 


el elemento u € Z, para el cual Au <= f; ella proporciona el 
mínimo al funcional || 4u — f . La solución generalizada 
no es única y se determina con exactitud hasta un elemento 
de ker 4. La solución normal es la solución generalizada que 
tiene norma mínima. La solución normal es única y perte- 
nece n jm A?, 

Nuestra tarea es Ja construcción de métodos que permi- 
tan hallar aproximadamente la solución normal de la ccua- 
ción (1). Con esto exigiremos que la solución aproximada al 
igual que la solución normal exacta, pertenezca al subespa- 
cio im A*, 

Para la resolución del problema planleado vamos n uti- 
lizar el esquema de dos capas implicito 


Bra ay=f, k=0,d, 0... 06H (3) 


Primeramente estudiaremos el caso del operador B no 
degenerado en Z7. Las exigencias penerales al proceso ¡tera- 
tivo son siguientes: 

a) las ileraciones se realizan según el esquema (2), la 
aproximación es y, € ¡im A*, mientras que las aproximacio- 
nes intermedias y, pueden pertenecer a 1; 

by la estructura concreta de los subespacios ker 4, ker A4*, 
im Á e im A* no se utiliza en el proceso de las ¡teraciones, 

Hallemos las condiciones sobre el operador BB, la aproxi- 
mación inicial y, y los parámetros tp, -<1,2,...,5, 
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que aseguran el cumplimiento de las exigencias formuladas 
más arriba. 
CONDICIÓN 1. Sea el operador £, tal que 


Bu € ker A*, si u € ker A, (4) 
Bu€ im A, si uE im A*, (5) 


Tiene lugar 
LEMA 2. Si para los operadores A y B son válidas las 
igualdades 


A*B=CA, BA*=AD, (6) 


donde C y D son ciertos operadores, entonces se cumplen las 
condiciones (4) y (5). 

En efecto, supongamos que se cumplen Jas igualdades (6). 
Siu € ker 4, entonces Au = Ú y, por consiguiente, 4*Bu = 
-= CAu =0. Por eso Bu € ker A*, y (4) se cumple. Sea 
ahora u € im A*, es decir u = A*v, donde v € 7. Entoncos 
Bu = BA* yv = ADr € im 4. Por lo tanto, la condición (5) 
está cumplido. ll lema está demostrado. 

COROLARIO. Para el caso A = A* las condiciones del lema 2 
se cumplirán, si los operadoes A y B conmutan: AB = BA. 

Citemos otra serie de afirmaciones que se desprenden 
de (4) y (5). 

LEMA 3. Sean cumplidas las condiciones (4) y (5). Enton- 
Ces 


Bu € kerA, si u€kera?, (7) 
BlueimA*, si u€ima, (8) 


y el operador AB"* no es degenerado sobre im A. 

En realidad, sea u € ker A* y u +0. Designemos v = 
= B-! uy, y supongamos que v € im 4*. Entonces en virtud 
de (5) u = Bu € im A. Pero ya que u 0, y los subespacios 
im ÁA u ker A* son ortogonales entoncos la suposición hecha 
no es cierta. Por consiguiente, vt = B-* u € kerA, y (7) 
está demostrado. Analogamente se demuestra (8). 

Demostrermos altora la no degeneración de AB-* sobre el 
subespacio im A. En efecto, sea u € im A. Entonces on vir- 
tud de (8) B-"u € im A* y, por lo tanto, Bu ]_ ker A. 
De aquí obtenemos, que AB-! u 40, y por eso (AB-lu, 
AB"u) > 0. El lema está demostrado. 
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Regresomos ahora al esquema (3) y veamos que nos da 
la condición f. De acuerdo con la descomposición de Ff del 
tipo (2) representemos f y y, para cualquier k en la forma 


¡=T+1, FEimaA, fEkerA”, (9) 
Un = Un + Uno Ya E im A”, Y, E ker A. 

Utilizando (9), escribiremos el esquema (3) de la siguiente 

forma: 

pe a A PH, kk=0, 4, ... (10) 
hs1 Vh+1 


De (4) y (5) obtendremos que el primer sumando del primer 
miembro de (10) pertenece a im A, y el segundo a ker A*. 
Por eso de (10) hallaremos la ecuación 


Bee Ay, k=0, 1, ..., Y € lm 4* (11) 
+1 

para la componente Y € im A* y la ecuación 

pue +, k=0, 4, ..., y € ker A (12) 


para la componente Yn € ker A. 

Hallemos las condiciones bajo el cumplimiento de las 
cuales y, € im 4*. De (9) se deduce que si y, = 0, enton- 
ces Yn = Y, € im A*. Hallemos de (12) la expresión explícita 
para Un e igualémosla a cero. Entonces estará cumplida la 
exigencia a) formulada. 

De (12) obtendremos 
e Ls a a  hA1 m 
Yara = Ya ETB == lo+ 2) UBA]. 


De aquí se deducen 
CONDICIONES 2. Sea y, = A*c, donde q € XT, y supon- 


gamos que los parámetros T,, k =1, 2, .... n, satisfacen 
la exigencia 
Tn 
>, Ty=0, (13) 
j=1 


si fe€EH.Sif 1 ker A*, entonces no se impone restricción 
sobre los parámetros Th. 
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Aclaremos la colección de la aproximación inicial y. 
Puesto que para cualquier p € H tenemos que y, = A*p€ 


€ im A*, entonces en la descomposición (9) ya =0 y y, = 
= yo. En particular, eligiendo y = 0, obtendremos la apro- 
ximación inicial y, = 0. 

De esta forma, si se cumplen las condiciones 2, enton- 
C0S Ya = Yn- Por eso el procoso iterativo (3) convergerá 
y dará una solución normal aproximada de Ja ecuación (1), 
si converge el proceso iterativo (11), es decir, si la sucesión 
Y, converge a la solución normal u. 

OBSERVACIÓN 1. Las condiciones 2 permiten separar de la 
arpoximación iterativa y, su proyección sobre im A* es decir, 
haHar y, sin la utilización de los mismos subespacios ker A, 

rn ad 
im A, ker 4* ó im 4*. Después, si se conoce que >) 1, ]1B -%]]] 
Pi: 


es pequeña, es decir, es pequeña || y, |], entonces. en vritud 


de ta igualdad |ly, — ull = 1 y, —u ll + ly, ]] se puede 
tomar y, en Calidad de solución aproximada y renunciar 
la restricción (13). En este caso y, E im A*. 

OBSERVACION 2. Á la condición de que todos los elemecn- 
tos del subespaio ker 4% son conocidos, podemos limitarnos 
al examen del caso f 1 ker A*, restando do f si es necesario 
su proyección sobre el ker A*, Si examinamos el proceso 
iterativo no estacionario 


Br+s A = 1, k=0, 1, ..., Yo =A*O, 


y exigimos el cumplimiento de las condiciones 1, donde 8 
está sustituido por Bx, k =4, 2, ..., entonces todos los 
y, € im A* y no es necesario imponer ninguna restricción 
complementaria sobre los tT,. 

2. Método iterativo de los defectos mínimos. Examinemos 
ahora el problema sobre la elección de los parámetros itera- 
tivos 1; para el esquema (3). Supondremos que el operador B 
satisface las condiciones 4, y que las restricciones sobre la 
elección de la aproximación inicial y, y sobre los paráme- 
tros 71, están prefijadas por las condiciones 2. 

Más arriba fue mostrado que los parámetros T, debén 
elegir de la condición de convergencia del proceso iterati- 


vo (11) a la solución normal u de la ecuación (1). 
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Estudiemos el esquema ¡iterativo (11). Primeramente 
observemos que el operador D =— A*A es definido positivo 
sobre tm 4%, Isn efecto, sea u € im AY y u=40. Ya que 
ul ker 4.entonces Au = 0 y, por consiguiente, (Du, u) = 
= || Au |? >. El operador D genera el espacio energé- 
tico ff ,,, que consiste de los elementos de im A*, on el cual 
el producto escalar se definc de la manera usual: (u, y), = 
= (Du, v), U€ imA*, vE im A*. 

Planteemos ahora el problema de elegir los parámetros 
Tr+ €l esquema (11) de la condición de mínimo de |lZ,+:flo, 


donde Zh+1 €S OITOP: Zpy y = Y n +1 UL, Au=fy u 0s la so- 
lución normal de la ecuación (1) 


Para el error z, € im A* de (11) obtenemos la siguiente 
ecuación 


Eq = (E — 3 +4 BA) 2, (14) 
De aquí hallaromos 
Il Za + lb = 1122 ly — 2724: (48714Zp, Aza) + Tha [148742 |]?. 


Notemos que en virtud del lema 3 NAB=14z)]1 > O, (Az, € 


€ im 4). (42, € im A). Por eso el mínimo de |[z,+,1b se al- 
canza para 


_ (ABAz5, Aza) 
ME AB AZA, AB=2.42p) (9) 
y 6s igual a 


IZ 4 +1 [lb ph+1 11 Za Hb» 
-1 4» qa 
(AB Álh» Áza)da (16) 


Phii = 1 — ATT 
| 4B"2Azz [1? 1] Aza [1 


La fórmula (15 aún no está apta para los cálculos, ya que 
contiene magnitudes incógnitas. Transformemos dicha fór- 
mula. Utilizando la descomposición (9), obtendremos 


Az,= Ap —f= Ag —f=r,+Í, (17) 


donde rh = Ay, =f es ol defecto. Ya que fe ker 4*, enton- 


ces en virtud del lema 3 B-*"f € ker A y, por consiguiente, 
AB-1Az, = AB-r,. Sustituyendo esta expresión, y tam- 
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bién (17) en (15) y teniendo en cuenta la igualdad A*f= 0, 
obtendremos 
(AB ra, ra) (A, rá) 
Thta ATA, ABRÍ) oy, den)” (16) 


donde la corrección 10, se encuentra de la ecuación Br, ="Fp. 

Notemos, que (18) coincide con la fórmula para el pará- 
metro ¡iterativo T,4, del método de los defectos minimos, 
examinado en el capítulo VIII para una ecuación con cl 
operador A no degenerado. 

Obtengamos ahora la estimación de la velocidad de con- 
vergencia para el mótodo construido. Mnltipliguemos (14) 
a la izquierda por A, calculemos la norma de los primero 
y segundo miembros y, teniendo en cuenta que [| Azx || —= 


== | 2, |]p obtendremos la siguiente ostimación: 


lZx+: llo < HU E — 3441487 lima 11 34 llo (19) 


para cualquier t;+1- De (16) y (19) obtenemos para cual- 
quier Tr+y 


Ph+1 << (WE — 7 4AB> luma- (20) 
Si designamos 
Pp = mín || E — TAB || ima» 


> 
entonces de (16) y (20) se deducirá la estimación para el 
error 


ll Za+s Ho < Po 11Zx Ilo. (21) 


Aquí la notación || S fhima se utiliza para designar la 
norma del operador S en el subespacio im A. 

Si p, < 1, entonces el método iterativo (11), (18) con- 
vergerá en £ p y de (21) obtenemos, que 


lx llo <0% [Fzo llo, =0,4, ... (22) 
Nos queda solamente subordinar la elección de los paráme- 


tros T, a Ja condición (13), si f + 0. Para esto procederemos 

de la siguiente manera. Cumplamos la (rn — 1) iteración 

según el esquema (3), eligiendo y, = 4A*q, donde q € H, 

utilizando para los parámetros Ti4+1, 4 =0,4,...,.n—2 

la fórmula (13). Cumpliremos más obra iteración, eligiendo 
n- 1 


ty = — T;¿. 
pa 20) 
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ls ntonces la condición (13) será eumplida y, por consiguiente, 
Y == Un Eslimemos ahora la norma del error z, == Y, — U 
en Hoy. Ya que y, =y,. entonces de (11) obtendremos 


Un =Yna— TB" (Agar 7) = Yna — Tn B Anas: 
De aquí 
Zn = Zn — TAB UAZn, 
y después de multiplicar por A obtendremos 
Az, =(E—T, AB"!) Alo: 
Calculando la norma, obtendremos la estimación 
IZ. llo< 117,487 llima 11 0-1 ]lo- 


Sustituyendo aquí (22) y teniendo en cuenta que en virtud 
de la elección de y, tenemos la igualdad y, = Yy. hallaremos 


Ya —Ullo< 1 E —7,4B"Hhima pr Hyo—u llo. (23) 


Examinemos unos casos particulares. 
1) Sea B = E, y el operador A autoconjugado en ff. Sean 
Yi y Y2 las constantes en las desigualdades 


yr (2, 2)< (Az, 1< y, lr, 2), yv >0 Ar*+0, (24) 


En este caso se cumplen las condiciones 1. 

Hallemos p, y estimemos la norma del operador en (23). 
Puesto que el operador A es autoconjugado en J, entonces, 
utilizando (24), obtenemos 


[ETA lima = SUP E < máx |1-—vt|. 
Aur=0 (1, 15) Y1<1< Ya 

Con el cálculo del máximo indicado y la elección de rt de la 

condición de su mínimo nos encontramos en el capítulo VI 

al examinar el método de iteración simple. Allí fue halla- 


do que 


. 1—E Yi 
mín máx Ji—vut|=Pp. == + 
z Yi ve | Po 14-É 3 E= Ya * 
Así, hemos hallado p¿. A continuación, para B = E la 
fórmula (15) para el parámetro 7; ., se escribe en la forma 


Ázx, e rd 
== a > x= Az, € im A. 
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Ya que 4d = A* y y, > 0, entonces las desigualdades (24) 
son equivalentes a las desigualdades siguientes (véase el 
cap. V, el $ 1, punto 3). 

Y (Az, 13 < (Az, ADE ye (Az, 1), dA>r>H+0 


Por eso los parámetros T), pora k< nr — 1 satisfacen las 
desigualdades 1/y. < 1, < 1/y,, De aquí hallaremos la 
estimación 
n-1 
RS 
¿=1 
Estimemos la norma del operador en (23). Teniendo en cuen- 
ta (24) y (25), obtendremos 


[E=T,Allima= máx |1—r,t| = 


v1<!i<Zva 


4 
11.1 <1+(n—1) 2 =1+(n4)E%.. 


n—1 


(25) 


Sustituyamos esta estimación en (23) y hallaremos 


ly" llo<o*[14+(n— 097% ]ilvo—2llo- (26) 


2) Sea B=B*, A=A* y AB = BA. Sean Y, y Ye 
las constantes en las desiualdada: 


Y (Bz, 1) 5 (Az, 2) < y, (Bz, 2), 711 >0, Ax 0. (27) 


En este caso se cumplen las condiciones 1, el operador 
AB"! es autoconjugado en H y se puede mostrar, que para 
el error del método (3), (183) será cierta la estimación (26). 

3) Sean los operadores B*A y A*B autoconjugados en H, 
y Y. y ya las constantes en (27). En este caso en virtud del 
lema 2 se cumplen las condiciones 1. Además, el operador 
AB-1 será autoconjugado en ff, Se puede mostrar, que en 
esle caso tiene lugar la estimación (20). 

3. El método con los parámetros de Chebishev. Exami- 
nomos ahora los métodos iterativos (3), para los cuiles los 
parámetros T, se eligen con la utilización de la información 
apriorística sobre los operadores A y B. 

Primeramente citemos algunas afirmaciones auxiliares 
que nos serán necesarias para la exposición ulterior. 

LEMA 4. Sean cumplidas las condiciones 


A=4*>0, B=B*>0, AB=BA (28) 
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y sean prefijadas las constantes y, y y, en las desigualdades 
y (Bz, 2) < (Ax, 2) < y, (Bz, 2), y >0, Ar 0. (29) 


Designemos mediante D uno de los operadores A, Bó ABIA 
y definamos sobre el subespacio im A al operador € 


C=D"P(DBAIA)DAR, 


El operador C es autoconjugado en im Á y salisface las des- 
igualdades 
0< y, (2, 1) < (Cr, 2) < Yo (1, 2), E imd. (50) 

Realmente de (28) y del corolario al lema 2 se desprende 
el cumplimiento de las condiciones 1. Además, el operador D 
es autoconjugado en HA y definido positivo sobre im A. Para 
ejemplo demostremos la definición positiva del operador 
D = ABIA. Sca ut imA y u 0. Ya que (Du, u) = 
= (B-lAu, Au), y el operador B”* es definido positivo en 
virtud de la acotación y definición positiva del operador B, 
entonces (Du, u) > 0, al mismo tiempo la igualdad a cero 
es posible solamente al cumplirse la condición Au = 0. 
Pero esto contradice a las suposiciones hechas. 

El operador D aplica im A sobre im A, por eso existe 
DA, el cual también aplica este subespacio sobre sí mismo. 
Por consiguiente, sobre im Á se puede definir el operador € 
indicado en el lema. El paso de (29) a (30) se demuestra igual 
que fue hecho en el cap. VI, $ 2, punto 3. El lema está 
demostrado. 

LEMA 5. Sean cumplidas las condiciones 


B*A =A*B, AB* = BA* (31) 
y dadas y, y y. en (29). Designemos C, = AB" y €, = BA. 


Los operadores €, y C, son autoconjugados en H y satisfacen 
las desigualdades 


Yi (2,2) < (C,x, 2) < ya (2, 2), y >0,7€Eim A, (32) 
y, le, 1) S (Cox, 2) <= Yo lx,x) y 5>0, xvEimaA* (39) 
La autoconjugación de los operadores €, y C, se deduce 


directamente de (31). Demostremos para ejemplo (32). 
Examinemos el problema en valores propios 


ABU —Ww=0, veH,. (34) 


Ya que el operador AB”? es autoconjugado en H, entonces 
existe un sistema ortonormalizado de funciones propias del 
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problema (34) LO, Das - - > Upo Úpetrs - > -» Un] Sean dp, ... 
., Up las funciones, correspondientes al valor propio 
A =0, mientras Upyy, - . ., Uy Corresponden a los A no 
nulos. Es fácil ver que v; € ker 4*, 1<X<i<p, v,€ im A, 
p+i<i<N, y en virtud de la descomposición de H 
en subespacios (2), las funciones Dp+1, « « «, Uy constituyen 
una base en im A. Entonces para z€ im A tenemos 


N N 
sd 
Z= ) GqWy Cjz= 2; AÁslpDa, 
h=p+1 k=p+1 

y en virtud de la ortogonalidad de las funciones propias 

A a 

(z, 2 2 =0%, (C,2,3= D» Aral. 
k=p+1 


De aquí ebcnemos las desigualdades 


mín  Ax(x,1)<(C,2,12)< máx 4 (zx, 2). 
PHiSRSN PrISREN 
Quedan por hallar los valores propios mínimo y máximo, 
correspondientes a las funciones propias del problema (34), 
pertenecientes a im A. Escribamos (34) en la forma 


Auz — ApBus 20, p+T1<*<N, (35) 


donde uz = B”*v, € im A* y, por consiguiente, Au, +0. 
Multiplicando (35) escalarmente por u, y utilizando (29), 
obtendremos, que 
mín A = Ys, máx Ay = Ya. 
Pp+1<R<N DFISGRAESN 

Las desigualdades (32) están demostradas. La justeza de 
(33) se establece análogamente. Li lema está demostrado. 

Volvamos ahora al problema de elegir los parámetros 
itorativos para el esquema (5). Teniendo en cuenta las con- 
diciones 2 escribámoslo en la forma siguiente: 


rn 
Bru Ag =f, yes4t NN vij=0. (36) 


Th+1 
Si se cumplen las condiciones 2, entonces es necesario 
elegir los parámetros T, de la condición de convergoncia 
del esquema (11) bajo la restricción indicada más arriba 
sobre la suma de los 7 


Examinemos la ecuación (14) para el error del esquema 
(11) Si son cumplidas las condiciones del lema 4, entonces, 
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poniendo 2, = D”W?zx, en (14), donde D es uno de los opera- 
dores del lema 4, obtendremos la siguiente ecuación para el 
error equivalente: 
Dep] = (L 7 Th +10) Lp, k = 0, de e... Lp € im A. (37) 
El operador € también está definido en el lema 4. 

Si se cumplen las condiciones del lema 5, entonces desig- 
nando B23, = Xp Ó Aza = Za, obtenemos la ecuación 


Yrn+r = E — TriyiC) as %k=0,14,...,7:€ im A. (38) 


En este caso || zx, || = ]| Z, ip, donde D = B*B 6 AFA. Si 
designamos Z, = zz, entonces obtendremos la ecuación 


Ya+i = (E — Trio) a, %tk=0,4,...,1x. € im A*, (39) 


y en este caso lx» li = ]1z, lp, donde D = E. Los opera- 
dores €, y Co están definidos en el lema 5. 

Así pues, en todos los casos examinados nosotros obtuvi- 
mos una ecuación del tipo 


Cay = (E — Tr410) Za, =0,4, ... 2. EH, (40) 


en un subespacio FF,, al mismo tiempo en virtud de los lemas 
4 y 9 cl operador € es autoconjugado en A, actúa en HA, y 
satisface las desigualdades 


Vir, ii < (zx, < ys lo,2), yv >0, zxEeH,, (41) 


donde y, y y, se toman de las desigualdades (29). 
De (40) hallaremos 


Ln =U 


(E— TC) Lo, (42) 


rn 
=1 


[22 II PA (C)MIz0 ll, Pn(C)= l] (2,0). 


Teniendo en cuenta la autoconjugación de C y las desigual- 
dades (41), oblenemos 


1PL(CMMSE máx ¡P, (t)!. 
Y1<it<ZYe 


Es facil ver que 
n 
2 t¡= — Pa (0), 
j=1 
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por oso el polinomio P,, (t) está normado por dos condiciones 
PA (0)=1, PL (0) =0. (43) 


Por consiguiente, nosotros llegamos al problema de construir 
un polinomio de grado n, que satisfaga las condiciones (43) 
y con la menor desviación del cero Sobre el segmento U < 
<ZV1 << Ys. La construcción de este polinomio resuelve 
completamente ol problema de la elección de los parámetros 
iterativos T¡ para el esquema (3). 

La solución exacta de este problema no es conocida y 
nosotros citaremos una solución diferente del problema. 
Como en el método de los defectos mínimos examinado más 
arriba, dejaremos arbitrariedad en la elección de los pará- 
metros Ti, Ta -..,» Tay y satisfaceremos la condición 
n 


Y, T,=0 a cuenta de la elección de 1, por la fórmula 
j=1 


n-1 
Sa 
Tn = — Ty 
Py j 
De (42) obtendremos la siguiente estimación: 
[2 111 Pra (031111 E— 7, € 1111 20 11, 


n-—1 
Pra (C)= 1] (E="w,0). (44) 
Elijamos ahora los parámetros T,, Ta, . . ., Tn-, de la con- 
dición de mínimo de la norma del polinomio operacional 
Pa. (0). Ya que sobre P,._, (C) no se imponén ningunas 
restricciones complementarias, entonces la solución del 
problema planteado tiene la forma (véase el cap. VI, $3 2): 


T 
e Erre pa EM ys = 


= (cos detal E i<isn—1), (45) 


2 (n—1) ? 
k=1,2,...,n— 1 donde son habituales las notaciones 
e _ AÑ A 
AUS ar? POETEE> S Ye” 
Con esto 
ep 4 —Tp 
Pros (1) E Tui? "m-1 (LE ) , [| Pic (ME 1 (46) 
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donde T',_, (+) es el polinomio de Chebishev de primer género 
y de grado n — 1, 
9 =2p1+ Pp), pm =(1—y E/ (14 y E). 
Queda por hallar una expresión explícita para 7,- Doe 
(46) hallaremos 
n-1 
Th =— DY, 1,= Pr-1(0)=— 
j=1 
donde UY, _, (+) es el polinomio de Chebishev de segundo gé- 
nero y do grado n —2. Aquí fue utilizada la relación 
Tin (2) = mU ., (2). Calculemos UY, -, (1/po). Ya que Pp Á 


< 1, entonces de la forma explícita para U,_, (1) (véase 
el cap. I, $ 4, punto 2): 


2.14)N=1_ 434) n-1 
A A AA 
2 Y 211 
obtenemos como resultado de transformaciones no complejas 


1) 1i—p? (1-1) Po 

Uns AS 

E Po A ro 

Sustituyamos esta expresión en (47) y hallemos 

(2 —1) T 1=pi (r=D) 

VA TFT da 
Teniendo en cuenta la autoconjugación de € y las 


desigualdades (441), la fórmula (48) y la igualdad (toy2) = 
= 1 + Pg, obtendremos 


[E=T CE máx |1—,1] =1—T/ Y = 
Y1=<1S7V3 


A O 


ÚU m2 (x) = 


Th= — 


Cr A AL 
=1 4 (n—1) q rr 14 (11) q. 
(49) 


Sustituyondo (49) y (46) en (44), obtenemos la siguiente 
estimación para la norma del error equivalente zx,: 


12, IS (1+ (24) Y 22) q). 11201 


bajo la condición de que log parámetros Ti, To, - +.) Tn 
estén elegidos por las fórmulas (45) y (48). 
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TEOREMA 5, Sean los parámetros iterativos Th, k =4,... 
s..) A, para el esquema (3) elegidos según las fórmulas (43) 
y (48) Y Yo = A*p. Entonces para el error es cierta la esti- 
mación 


Ello (1+ (09/22) qna lv llo» 


donde u es la solución normal de la ecuación (1), y D se define 
de la siguiente forma: D = A, B 6 AB7UA, si se cumplen las 
condiciones del lema 4, D = B*B, AYA GE, sí se satisfacen 
las condiciones del lema %. La información apriorística para 
el método con los parámetros de Chebishev son las constantes 
ví y y, de las desigualdades (29). 


$ 4. Métodos especiales 


1. Problema de Neumann de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo. En el ejemplo del problema 
indicado ilustraremos el empleo de un esquema iterativo del 
operador variable £, en la resolución de una ecuación del 
operador degenerado 4. 

Supongamos que en el rectángulo G = (0< Za < la, 
= 1, 21 so exige hallar la solución de la ecuación de Poi- 
sson 


du 0 


q roo ES, pe 
que satisface las siguientes condiciones de contorno: 
0 
n= — £-a (2), Lg = 0, P=3—4, 
du (2) 
E da = —Etq (2p), La = La a = 1, Z. 


Sobre la red rectangular w = (2; = (ih, YEC, 0 
<Á < Ny, O<S]IS Na, RAN a, 7 La, a =1, 25 al proble- 
ma (1), (2) le corresponde el siguiente problema de diferen- 
cias: 


Ay=—1 (2), 260, (3) 
A=A,+As, Ha =p (+0 (2) +04 (2), 
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donde 
2 
(E Uxz> Ta =0, 


AY = Va” ha ET a <la— Ras (4) 
- = 
lO Za? ata» 


8-a (Lp), Ly — 0 
Pa (x) — (o Ma La EW la — Por 
Eta (tp), Ta= la: 
El espacio A consiste do las funcionos reticulares defini- 


das sobre la red «w, con el producto escalar (u, v) = 
= Y u(2)v (2) ñ, (2), ñiz (13), donde ña (x.) es el paso 


Bas Pala Ras 
Ba (Ea) = | O,5k., Z2=0, lo, a==1, 2. 
Definiremos al operador A como la suma de los operadores 
A, y Az, donde A, = —Ag, a = 1, 2. Entonces el pro- 
blema (3) se puede escribir en forma de la ecuación opera- 
cional 
Au=f (5) 


con el operador ÁA indicado. 

Señalemos las siguientes propiedades «de los operadores 
A, y 42. Los operadores A, y A, son autoconjugados en di 
y conmutan, es decir 

Áo me A Y = E, 2, AjÁ, on AJA). 
Estas propiedades permiten, utilizando el método de sepa- 
ración de variables, resolvor el problema en valores propios 
para cl operador A: Au = Au. Actuando por analogía con el 
caso del problema de Dirichlet, examinado detalladamente 
en el punto 1, del $ 2, del cap. TV, obtendremos la solución 
del problema on la a 


Mira = a EMO, MA sen? a E 
Prorg (2, 7) BO (0) e 7), OSA EN, a=1, 2, 
[y cos E E y, 1A<kL¿E<N¿—l, 
Pa 0) y Ecos Agen igam , +, =0, Na a=14,2. 
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Con esto tenemos 
Az Urra > Ao) Mñjtos ÁUryho = AniiglMikra 


De aquí se deduce que el operador A tieno un valor pro- 
pio simple igual a cero, al cual le corresponde la función 
propia Hgo (1, j) =1/Y 1,12. Esta función forma la base 
en el subespacio ker A. Las funciones Ma,a, (¿, $) para 0 < 
< ka E<NÑ a y 1 + 25 0 lorman la base en el subespacio 
im A. 

Para resolver la ecuación (9) oxaminaromos el esquema 
iterativo del método de las direcciones variables 


Bara E Ag = db d= 0, L, 0.0, yo El! 
Br + (OE + Á, (DE + Ao), Tr = at mi, (6) 


Para no imponer restricciones complementarias sobre los 
tt, y los operadores (B;), relacionadas con la separación 
de la componente yn € im A, exigiremos, que el segundo 
miembro f sea ortogonal al ker 4. Si la f dada no satisface 
esta condición, entonces la cambiaremos en (6) por f, = 
=Í — (f, loo) Hoo- 

Notemos, que los operadores B, y Á son conmulables 
para cualquier 4. Por eso en virtud dol corolarió al lema 2 
se cumplirán las condiciones 1 (en ellas es necesario susti- 
tuir 2 por el operador 3,). Además en virtud dol lema 3 ol 
operador Bz* aplica im A sobre im 4. 

Aprovechemos los hechos establecidos para estudiar la 
convergencia del esquema (6) ya que f € im 4, enlonces, 
suponiendo que y, € im A, obtendremos de (6), que 


Yr+pa = Yu — Ta+riBirr (AYn — f) € im A. 


Por eso, si elegimos yo = Ú, entonces y, € im A, por 
consigujente, para cualquier k=>0 las aproximaciones 
iterativas Y, € im 4. Por consiguiente, el esquema (6) 
puede examinarse solamente sobre el subespacio im 4. 

Investiguemos la convergencia del esquema (6) en im A 
según la norma del espacio H p, donde en calidad do D se 
puede tomar uno de los operadores E, A € A?. Cada uno de 
estos operadores será definido positivo en im A. El proce- 
dimiento para estudiar la convergencia del esquema (6) 
cs exactamente el mismo que fue utilizado en el capítulo XI 
al construir el método de tas direcciones variables en el 
caso no degenerado. Por lo tanto nos limitaremos sólo a la 
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formulación del problema sobre la mejor elección de los 
parámetros, omitiendo todos los razonamientos necesarios 
para esto. 

Los mejores parámetros 0% y w'P para ol esquema (6) 
deben ser icons de la condición 


05 —z my > — y 


mín máx j A 
0 | [o 


donde fa Ay, 2, =P <<, MAPS YA, 
Q= (M1 <T<AÑy, Y=0) y L¿=(2=0, MU <y <A). 


Con esto para el error 2, == y, — U, donde u es la solu- 
ción normal de la ecuación (5), será cierta la estimación 


ll Za llo < Pr li Zo llo. 

Señalemos que para el ejemplo a examinar la condición 
de ortogonalidad de u al ker Á se escribe en la forma (u, 1) = 
=0. Cualquier otra solución de la ecuación (5) se diferencia 
de la solución normal u en una función, igual a constante 
sobre la red w. Por eso una de las posibles soluciones del 
problema (3) se puede separar, fijando el valor de esta 
solución en un nodo de la red u. 

El problema formulado más arriba para los parámetros 
se diferencia del examinado por nosotros en el $1 del cap. XI, 
pero puede ser reducido a él mediante algunas simplifica- 
ciones y al precio de disminuir la posible velocidad de con- 
vergencia del método iterativo. Designemos 
$ = mín AP, A= máx AN, > a 


4j= 0 == 5 j=1, 2, ..., 


A estas notaciones y la estructura de la región 
(2, el problema de la elección de los parámetros se puede for- 
mular así: elegir x5, 1<j <Xn de la condición 


> r Ea AU 
min max Ir uy, X= U, 4)= . 
(ep a a (E, X)] Pan) Fn(Uu, )= 1 Tu 


Con esto, obviamente, P, > Ph. 
Precisamente este problema fue examinado en el $ 1 
del cap. X1. Recordemos que allí fueron obtenidas las fór- 
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mulas para las x, y para el número de iteraciones rn = 
= y (€), los cuales garantizaban el cumplimiento de la 
desigualdad p¿< e. Puesto que aquí necesitamos asegurar 
la estimación P, Á< e, entonces en las fórmulas para +; 
y Ro (e) del cap. XI se debe poner e* en lugar de e. Entonces 
para el error del método (6) se cumplirá la estimación 
Za lp < e Íl Zo Hip. Mostremos el aspecto de la estimación 
pasa el O de ¡iteraciones: n > ny (e), noe) = 


e S1n- a Ma Para ejemplo, sil, = l, =lyh, =h, = 


= NE Eto ea 
4 Th 4 Th 
9 A DB MS 


ny (2) =0 (In h In e). 


Por consiguiente, para el problema de Neumann el método 
de direcciones variables, aún teniendo la estimación del 
mismo orden del número de iteraciones que para el caso del 
problema de Dirichlet, exige prácticamente en dos vecos 
más iteraciones. 

Notemos que como los parámetros iterativos x;, satis. 
facen la estimación (véase el 8 41, cap. XD n <x,<i, 
entonces los parámetros uy y 03 pertenecen al intervalo 
(9, A). Por eso los operadores o E + A, son definidos 
positivos en 1, y para su inversión se puedo utilizar el 
algoritmo de Eactorización tripuntual usual. 

2. Método directo para cl problema de Neumann. Exa- 
minemos ahora el método directo —combinación del método 
de separación de variables y del método de reducción— para 
resolver el problema de diferencias (3) Recordemos que 
este método fué construido en el punto 2 del $ 3 del cap. IV 
para el siguiente problema de*contorno: en la región G se 
da la ecuación (1), sobre los lados x,= 0 y x, —= 1, están 
dadas las condiciones de contorno (2), y sobre los lados 
1, =0 y x,=?, en lugar de las condiciones de segundo 
genes (2) fueron dadas las condiciones de contorno de tercer 
género 


0u 
E == 4. 4—8.¡(21), ,=0, 


du 
rs (2), xi=l, 
2 


al mismo tiempo X%_, y +4, son las constantes no negativas 
y simultáneamente no iguales a cero. El correspondiente 
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problema de diferencias se diferencia dol problema (3) 
solamente por la definición del operador A,. Alí nosotros 
tuvimos ver con el operador A;: 


2 
ln 4), x,=0, 
Ay) oy? 11<2<Xl—hy, 
2 


Ur (Ys —Xr18), Ti=l, 


La exigencia de no anulación simultánea de %_, Y Xy, 
garantizó la solubilidad del problema de diferencias y la 
unicidad de la solución. En el algoritmo del método esta 
exigencia se utilizó sólo durante la resolución de los proble- 
mas de contorno tripuntuales para los coeficientes de Fourier 
de la solución buscada. Por eso para resolver el problema (3) 
se puede aprovechar formalmente cl algoritmo citado en el 
punto 2 del $ 3 del cap. IV, poniendo en él x_, = X%4, =0, 
y discutir la pregunta sobre la resolución de los problemas 
de contorno tripuntuales que aparecen. 

Regresemos al probloma (3) Vamos a considerar que 
f L kerA, es decir, (f, 1) =0, Entonces el problema es 
soluble, la solución normal u es ortogonal al ker A, y una 
de las posibles soluciones se puede separar, fijando su valor 
en un nodo de la red o». En el algoritmo a examinar es cómodo 
realizar el desprendimiento de una de las posibles soluciones, 
fijando no la propia solución en un nodo, sino uno de los 
coeficientes de Fourier. Sea y (i, j) una solución del pro- 
blema (3). Entonces la solución normal u se puede hallar 
mediante la fórmula 


u=Y-—(Y, Moo) Moor Molt, 3) =1/V Í,l2 (7) 


Mostremos ahora el algoritmo del método directo de resolu- 
ción del probloma de Neumann (3) para la ecuación de Poi- 
sson en un rectángulo. 

1) Para0 <i< WN, se calculan los valores de la función 


(21$(, 0) +7 (3, 1)1—RAS (1, 0), j=0, 
[7 23-047 (8, 234 0)+2 (1, 2) — 
p(i, =]4 —RALf (E, 27), 1<j<M,—1, 
[2176, NYFF, Na DIMAS (, No), 
¡=Ma 4. =%+4=0, 
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2) Mediante el algoritmo de la transformación de Fourier 
rápida se calculan los cocficientes de Fourier de la función 
pi, j): 

Ma 
TL 
212 (0)= Y, 0y0 (8, 7) cos = a Ok <My, 0<1EN4. 
j=0 
3) Se resuelven los problemas de contorno tripuntuales 


ús Ph, (E) PEA 007, (0) =2 2, (0), OIM, 


4 son? 


(8) 


4 cos? > 7 Yna Ci (i )= h: "AjYho (1) = == Dj y (0), OSISN, 


pura U < 5 E M., y como resultado so encuentran los coefi- 
cientes do Fonrior yy, (1) de la función y (t, ]). 

4) Por el algoritmo de la transformación de Fourier 
rápida se encuentra la solución del problema sobre las filas 
pares de la red w 


Maya 
j 
y (ie, 2]) a a DroU ko (1) COS E , 
g= 


UOSj¡S<Ma 0<iZN y, 
y se resuolven los problemas de contorno tripuntuales 
2y (i, 23 — 1) —hiAy (, 2 —14) = 
=P 231) +u(, 2 —2) +u(, 27), 
O<ZiI<EN, 1<j]<M, 


para encontrar la solución sobre las filas impares. 
Aquí son utilizadas las notaciones 


y, 1<i¡<M—1; 
M,=0,0N», o=!, a , 
O, O, j= O, Mo, 
el operador A, está definido en (4) y se supone que NV, es 
una potencia de 2. El número de operaciones del método 
descrito será igual a O (N* log, N) para N, = N, = N. 
La separación de una solución del conjunto do soluciones 
del problema (3) en el algoritmo citado se realiza de la 
manera siguiente. l)e todos los problemas de contorno tri- 
puntuales que hay que resolver, únicamente un problema (8) 
para ka = 0 tiene solución no única. La separación aquí 
de una de Jas soluciones asegura la solución del problema 
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planteado. El problema de diferencias (8) para k, =0 
tione la forma 


Ajwy (1) = —Z0 (1), O<I<N,, 
(oz, = —2Zp (1), 1<i<N,—1 


7 (pas = 200), ¿=0, 

, (9) 

— 7 (Wo)z, = —2 (Ny), ¿i=N). 

No es complejo mostrar, utilizando la ortogonalidad de 
(3,7) a Moo (E, 7), que la función reticular 2, (1) es ortogonal 
a la función Ho (1) = 1/ VI, en el sentido del producto 
escalar 


(U, 0), = 


A p (21) 0 (2) A, (z,). 


a 
— 


Y como lo (¿) es la base en el subespacio ker A,, entonces 
el problema (9) tiene solución. Separemos una de las solu- 
ciones, fijando el valor y (2) para algún 1 0<i<NV.. 
Pongamos, por ejemplo, wo, (N,) = 0 y eliminemos de (9) 
la condición de contorno para ¿ = N,. El problema de dife- 
rencias obtenido como resultado de esta sustitución se 
resuelve fácilmente por el método de factorización. 

Después de que sea hallada una de las soluciones y (i, j) 
del problema (3) según el algoritmo descrito más arriba, la 
solución normal u, si se necesita, se determina por la fór- 
mula (7). 

Como conclusión señíalemos que un procedimiento análogo 
de separación de una de las posibles soluciones puede ser 
utilizado también en el método de reducción completa, 
cuando se utiliza para resolver el problema de Neumann de 
diferencias. 

3. Esquema iterativo con un operador degenerado B. La 
presencia de los métodos directos de inversión del operador 
de Laplace en un rectángulo en el caso de las condiciones de 
contorno de Neumann permite utilizar tales operadores en 
calidad del operador B en los esquemas iterativos implícitos 
de resolución de ecuaciones degeneradas. Ya que en este 
caso el operador A es degenerado, entonces es necesario 
estudiar de nuevo el problema de la elección de los paráme- 
tros iterativos. 

Examinemos los métodos iterativos de resolución de la 
ecuación (5) bajo las siguientes suposiciones: 1) el operador A 
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es autoconjugado y degenerado; 2) es conocido el núcleo 
del operador 4, es decir, está dada una base en ol ker A; 
3) el segundo miembro f de la ecuación (5) pertenece a im 4, 
es decir, f =f € im A. Esta condición es fácil de satisfacer 
ya que está conocida la base en el ker A. Gon esto la solución 
normal u de la ecuación (5) es clásica y satisface la relación 


Au=f. (10) 


Señalemos que en virtud de la autoconjugación del operador 
Á tiene lugar la siguiente descomposición ortogonal del 
espacio ff: 


H =keor A 9 im A. (11) 


Para resolver la ecuación (5) examinaremos el esquema im- 
plícito de dos capas 


Bt A, k=0, La ..., Yo EH, (12) 
con ol operador degsenorado B. Se plantea el problema de 
hallar con ayuda de (12) la aproximación a una de las solu- 
ciones de la ecuación (5). 

Formularemos ahora las suposiciones complementarias 
con respecto a los operadores Á y B. Sea B un operador auto- 
conjugado en BH y kor B = ker A. Adomás, supongamos que 
para cualquier x € im Á se cumplen las desigualdades 


Yi (Bz, r) <= (Az, z) < Ye (Bz, 2), Yi > O, (13) 
AxXH0, (Bzx, 2) >0, 


Notemos que de las condiciones B = B*, kor B = ker A 
y (11) se deduce la coincidencia de im ÁA e im B. 

Estudiemos el esquema (12). En correspondencia con (114 
representaremos y, en forma de la Suma 


Ya=Yn + Yrs UnEimA, y,Ekera. 
De (12) obtenemos la siguiente ecuación para Yh41! 
BYn+r = Qr (14) 


donde Q, = BYx — Tr+1 (AYa — f)- 

Puesto que f€imAÁ e im B = im Á, entonces q, € 
€ im A para cualquier y,. Por consiguiente q, | ker B, 
y la ecuación (14)"tieneYun conjunto de soluciones en el 


sentido usual, y su solución normal y, satisface la ecua- 


297 


ción 
Byrsr — Pre (15) 


Subrayamos que on virtud de las igualdades By, = Ay, =0 
Lenemos 


P, = BYn — Tn+r (AY, — Í). (16) 


Por to tanto la componente y; de la aproximación iterativa 


Un» Yi Ekcr A, no ojerce ninguna influencia sobre y»+. 
De aquí se desprende una conclusión: al resolver la ecuación 
(14) es suficiente hallar alguna solución suya y sólo des- 
pués de finalizar el proceso de iteraciones calcular la proyec- 
ción de y, sobre im A, es decir hallar y,. 

lxaminemos ahora la pregunta sobre la elección del 
parámetro iterativo T,. En virtud de lo dicho más arriba so 
debe elegirlo do manera tal, que la sucesión y, tiendo a la 
solución normal u de la ecuación (5). Do (10), (15) y (16) 
obtenemos el siguiente problema para el error 2, = Yh — U: 


B2n+ el (B— Tr +4) Zho k = O, 1, ...3 (17) 


donde z, € im A para Cualquier k > 0. 

Como en el subespacio im ÁA los operadores Á y B en 
virtud de (13) son definidos positivos, entonces el esquema 
se le puede investigar, en la forma usual, de convergencia 
según la norma del espacio energético F ,, dondo YD = A, 
B 6 ABA4. Puesto que on esto caso ol operador DB-1A 
es autoconjugado, los parámetros t;, se pueden elegir por las 
fórmulas del método iterativo de Chebishev (véase el $ 2 
del cap. VI). 


NN T (2: — 4) 7 $ 
o tu E Má = (cos (EEG, 1<ism), 


ESESA 


NS Ln  _14-Ve Y 
"TAE? PTE AMG 5 (18) 


n > (e) = In (0,52) An p,, 


utilizando y, y y, de las desigualdades (13). Entonces para 
el error z, después de 2 iteraciones será cierta la estimación 


2, llo e || Zo llo 


299 


El sentido del cxamen de los métodos iterativos con un 
operador degenerado B consiste en lo siguiente. Si el Opera” 
dor B es tal, que la obtención de la solución de la ecuación 
(14) se realiza de forma considerablemonte más simple que la 
de la ecuación (5), y si la relación 8 no es demasiado pequeña, 
entonces esie método de resolución aproximada de la ccua- 
ción (5) pueda aparecerse útil. 

Citemos el ejemplo de un problema de diferencias, sobre 
el cual ilustraremos el método propuesto. Supongamos quo 
Sobre la red rectangular 


o = la) <= jRYEG, 0<IS<N,) 0<j<NV», 


introducida en el rectángulo (, se oxige hallar la solución 
del problema de Neumann para una ecuación elíplica con 
coeficiontos variables 


Ay=-—f(%), zm (19) 
A=Ay+ Az (0) = 0 (0) +52 (a) +3 0 lo), 
donde 


2 ajty 
A da Y 4 =0, 


Ro 
dig Ea ha E Ta Últa— has 


Cat, ) Ta =lx, 


Pa ET y <Ú la Ro, 


8+a (Lg), La = Lei 


Pa (24) NN 


[ 
Ñ 
li 
L—= 
E 8 (Tp) 2¿=0, 


a (a) =4 (41 +—%, ta), at (1) = 
= lo (xy, Ly e Ro). 


Se supone que los coeficientes €, (1) y as (7) satisfacen 
las condiciones 


0ZIOAE< AO ME" a=1,2 xt. (20) 
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El esquema (19) es el análogo de diferencias del problema 
de Neumann para la ccuación elíptica. 


) óu rel du 
de (072) +37 (loo) =—9 (0), EG, 
d 
ad = —8-a (2g), t¿=0, P=3—a, 
— hop = — Esa (%p), Ta=la a=1, 2. 


El espacio EH está definido en el punto 1. Introduciendo 
el operador A = —A, escribamos el problema de diferen- 
cias (19) en forma de la ecuación (5). Es fácil comprobar que 
A =A*, y las fórmulas de Green de diferencias dan 

2 


(Ay, y= 2 (any? , Ma, (21) 
Q=1 Xo 


donde son utilizadas las siguientes notaciones: 
Bo ta 


(u, 0da= Y » u(o)o(x) ña (xp) Ma, 


:p=0 y = a 
p=3—0, a =1, 2. 
No es difícil mostrar, que el operador A es degenerado y para 
cualesquiera cocficientes «4, (x) que salisfagan (20), el 
núcleo del operador A lo componen Jas Innciones relicula- 


res que son constantes sobre w. Por eso en calidad de base en 
el ker 4 puede ser tomada la función conocida por nosotros 


Hgo (i, $) =1/Y Lala. 
Definamos ahora el operador B = —AÁ, donde A = 
EA 


2 
: f Ta Hg” E o —0, 
al Yo xo Pa Ea <W lay — has 


+ Yoo Tp lujo OUT, de 

El operador B es autoconjugado en Af, y en el punto 1 fue 
señalado, que precisamente la función pp (¿, 7) forma una 
base en el ker B. Por consiguiente, ker 4 es conocido, y, por 
lo tanto, ker A =ker B. Si además tomamos la proyección 
de Íf sobre im A y sustituimos, en caso de necesidad, el se- 
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gundo miembro en el esquema (19), todas las exigencias 
presentadas al esquema (12) y a la ecuación (5) serán cum- 
plidas. 

Para la aplicación del método iterativo (12), (18) queda 
indicar y, y yo en las desigualdades (13). Ya quo 


2 


(By, y) E > WE De (22) 


a-=1 


y los subespacios im 4 e im 2 coinciden y consisten de las 


funciones reticulares que no son constantes sobre la red w, 
entonces de (20)-(22) obtenemos que y, =C, Y Ya = Cg- 
La información a priori necesaria está hallada. 

De la estimación (19) para el número de jteraciones se 
ve que la misma no depende del número de incógnitas en el 
problema, y está determinado solamente por la relación 
cifc,. Luego en virtud de la elección del operador B la ecua- 
ción (14) para y»+1 es el problema de Neumann de diferen- 
cias para la ecuación de Poisson en un rectángulo. Su solu- 
ción se puede hallar por el método directo expuesto en el 
punto 2 con un gasto de O (WN? log, N) operaciones aritmé- 
ticas. Entonces el número total de operaciones que conviene 
gastar en el método propuesto para obtener la solución (19) 
con exactitud e, será igual a Q (e) = O (A? log, N | In e |): 


Capítulo 
Xi 


Métodos iterativos de resolución 
de ecuaciones no lineales 


En este capítulo se estudian los métodos iterativos de resolución 
de esquemas de diferencias no lineales. En el $ 1 se expone la teoría 
general de los métodos iterativos para una ecuación operacional no 
lincal abstracta en un espacio de Hilbert siendo diferentes suposicio- 
nes respecto al operador. En el $ 2 se examina la aplicación de la teoría 
general a la resolución de los análogos de diferencias de los problemas 
Ie COMIOnS para las ecuaciones elípticas cuasilineales de segundo 
orden. 


S 1. Métodos iterativos. La teoría general 


Í. Método de iteración simple para las ecuaciones con 
un operador monótono, In los capítulos anterjores fueron 
estudiados los métodos iterativos de resolución de la ecua- 
ción lineal operacional de primer género 


Au=f, (4) 


lada en un espacio de Hilbert 7. La mayoría de los métodos 
construidos eran lineales y convergían con la velocidad de 
progresión geométrica. 

Pasemos ahora al estudio de los métodos de resolución 
de la ecuación (1) en el caso, cuando Á es un operador no lineal 
arbitravtio, el cual actúa en A. Este capítulo está dedicado 
a la construcción de métodos iterativos para resolver las 
ecuaciones no lineales (1). La construcción de tales métodos 
so basa, por Jou general, en el empleo del operador lineal B 
en los esquemas itorativos implícitos, el cual en cierto 
sentido es cercano al operador no lineal 4. Más abajo para 
diferentes suposiciones respecto a los operadores A, B y D 
serán demostrados los teoremas generales de convergencia 
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en HH y de la solución del esquema iterativo implícito de 
dos capas 


Br Ay =f, d=0,4, YE H. (2) 


Comenzaremos cl estudio del esquema iterativo (2) por 
el caso de un operador A monótono. Recordemos que un 
operador A, definido en un espacio de Hilbert real, se lama 
monótono, si 


(Ayu — Av, U—Uu>0, u, vel, 
y fuertemente monótono, si existe un número 8>>0 tal, 
que para Cualesquiera u, vEH 

(Au — Av, u — 0) >06 lu — v |[2. (3) 
Del teorema 11 del capítulo Y se sigue la existencia y la 
unicidad de solución, en la bola [lu I<¿ 1140 —P Il 


de la ecuación (1) de un operador fuertemente monótono y 
continuo en el espacio de dimensión finita ¿f. 

Supondremos que £ es ol operador lineal acotado y defi- 
nido positivo en Af, y D es ol operador autoconjugado y defini- 
do positivo en A. Sean, además, prefijadas las constantes 
v y y. en das desigualdades 


(DB-" (Au — Av), B (Au — AD)S< Ya (DB (Au— AD), 
u— 0, (4) 
(DB (Au — An), u—0>Y. (0D (u — 0), u — ou), (5) 
y al mismo tiempo y, > 0. 
LEMA 1. Supongamos que se cumplen las condiciones (4) 
y (0). Entonces la ecuación (1) es resoluble univocamente para 


todo segundo miembro. 


En efecto, escríbamos la ecuación (1) en la forma equi: 
valente 


u = Su, (6) 


donde el operador no lineal S se define de la manera siguion- 
te: 


Su =u — TB4AU +1B%Y€  T1>0 


Mostremos que on £f y para T< 2/7, el operador S es unifor- 
memente contractanto, es decir, para cualesquiera u, v € 


303 


es válida la estimación 
| Su — So llp< pe (0) lu —v Ho. el(<i, (7) 


además p (7) no depende de u ni de v. Entonces la afirma- 
ción del lema se deducirá del teorema 8 del capítulo V sobre 
las aplicaciones contraídas. 

Tenemos 


| Su — So II =(D (Su — So), (Su — Sv)) = 
= [u—» lib — 2 (DB (du — 40), u—v) + 
+ Y (DB- (Au — Av), B-! (Au — Av). 
De (4) y (3) hallaremos para 1 < 2/ya, 
[Su— Sollb < lju —v]lh — 1 (2—vya) (DB”! (Au — Av), 
u—1v) < p? (1) (lu — vllb, 
donde 
p? (1) = 1 — 1 (2 — 19) Ya (8) 


Puesto que 1 < 2/y,, entonces p (1) < 1, El lema está de- 
mostrado. 

Investiguemos ahora la convergencia del esquema itera- 
tivo (2) bajo la suposición de que están cumplidas las con- 
diciones (4) y (5). 

De (2) hallaremos 


Ya+r = Ya — TBAAY, + Bf = Sy, (9) 


donde, el operador no lineal $ está definido más arriba. Ya 
que la solución u de la ecuación (1) satisface la relación 
(6), entonces de (6)—(9) obtenemos 


Ya+1 — 4 = Sy — Su, k=0,1, 
Y r+s — uh = 11S y, — Sullb < p? (lluna ul, 


donde p* (1) está definido en (8). No es difícil ver que la 
mejor estimación de la velocidad de convergencia se alcan- 
za, cuando p(t) es mínimo, o sea, para T = T¿ = 1/2. 
Con esto po =p (1) =VI—E, E= yaya. Así, ostá de- 
mostrado 

TEOREMA 1. Sean cumplidas las condiciones (4) y (5). El 
método iterativo (2) con t= T, = 1l/y, converge en Hp, 
y para el error tiene lugar la estimación 


¡PA An ullp < Pollo 0 ul|p, Py = Vi—E Ea 5 E= vilYa, 
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donde u es ¿a solución de la ecuación (1). Para el número 
de iteraciones es cierta la estimación 


n= tia (e) = lu glln py. 


Notemos que para un operador lineal A las condiciones 
(4) y (3) se pueden escribir en la forma 


(DB-Ay, DAY < va (DBAY, y), (DB*Ay, y) > 
=> Y (Dy, y). 


Por consiguiente, en este caso ellos coinciden con las con- 
diciones impuestas a los operadoros A, 13 y D, cuando el 
operador DB-14 es no autoconjugado en HT. Con esto el 
método aquí construido se convierte on la primera variante 
dol método de iteración simple para el caso no autoconjugado 
(véase el punto 2 del $ 4 del cap. Vl). 

Señalemos que en lugar de (4) se puede exigir el cum- 
plimiento de Ja condición 


[1371 (42— Av)llp < Yellu— ollo» (10) 
la cual para D = B =É£ os la condición de Lipzchitz para 
el operador 4. De (10) y (0) se siguo la desigualdad (4) con 
Ye < Yala | us 
Si el operador 1% es autoconjugado y definido positivo 
en 47, entouces en calidad de operador es posible tomar B. 
Entouces las condiciones (4) y (5) tendrán la forma 

(B-2 (Au — Ar), Au — A0)< yal (du — Av), 4 — 0), 

(Au — At, u—0> Y. (8 (u —6), u— 0), y >0. 
Si £ es no autocoljugado y no degenerado, entonces para 
D = B*B las condiciones (4) y (5) tienen la forma 

(Au — Av, Au — ADS ya (4u — Av, B (u — uv), 

(Au — Av, B(u—v)> 711 (B (u—ou), B(u — 0), 

Y > 0. 
Para D =B=E la condición (5) significa, que el operador A 
debo ser fuertemente monótono en ¿f£. 
2. Métodos iterativos para el caso del operador diferen- 
ciable. Un mejoramiento de la estimación de la velocidad 
de convergencia del método de iteración simple para la 
ecuación (1) puede see alcanzado a cuenta de más fuertes 
restricciones sobre el operador 41. Precisamente, vamos a 
considerar que el operador 4 tiene derivada de Gato. Re- 
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cordemos que el operador lineal A* (u) se llama derivada 
de Gato del operador A en el punto u € A, si para cualquier 
vEH es válida la relación 
lím o E (u) o 
t>0 


= (). 


Si el operador A tiene derivada de Gato en cada punto del 
espacio HH, entonces es válida la desigualdad de Lagrange 


||¡Au—Av|| EX sup |14* (u+¿(v—u))]] [ju —vl], u, veX, 
Ó0<It< 1 


y para cualesquiera u, v y w€ H existe 1 € l0, 1] tal que 
(Au — Av, w) = (4' (u + i (v— u))z, w), 2= 
=u=—v. (11) 


Regresemos a la investigación de la convergencia del 
esquema iterativo (2). Tiene lugar 

TEOREMA 2. Supongamos que el operador A tiene deri- 
vada de Gato A' (uv) en la bola Y (r) = fo: lu — o llp< r, 
la cual para cualquier v E Y (r) satisface las desigualdades 


(DB-4' (1) y, B4” (0) y) < ya (DB-4' (0) y, y), 
(12) 
(DBA* (0 y, Y > v1 (Dy, Y), y >0 


para cualquier y € H, El método iterativo (2) con x = 1/fy, 
e Ya € $2 (r) converge en H y, y para el error es cierta la esti- 
mación 


ll Yn — U llp< e” ll yo — u ll p, (13) 


donde u es la solución de la ecuación (1), y p=V1—E, 
E = Yiéya- Si el operador DB-"A" (uv) es autoconjugado en H 
para v El] (r) y si se cumplen las desigualdades 


niDy, y <(OB4' (0) y, y < y (Dy, yy, yv 5>0 (14) 


para cualquier v EQ (r) e y E Li, entonces siendo t = ty = 
= 2H, + ya) para el proceso iterativo (2) es cierta la esti- 
mación (13) si p = Po = (1 — 5$(1 + 8). 
En efecto, de la ecuación para el error 
Yn+1 — uu = Sy, — Su, Sv =v— TB Av y 
+ 1B-Y 
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y de la desigualdad de Lagrange obtenemos 


liYr+a — € llp = 1 Sy, — Su lo S 
<sup |.S” (Va) lo ll ys — U llo, (15) 
0<tEl 


donde Un = Yn + 1 (u = Y) E (45, si Y, € 92 (7). Ya que 
S”* (va) = E — TB7*4' (vx), entonces el problema se reduce 
a la estimación on fp de la norma del operador lincal 
E — “tB-1A' (va). Do la definición de la norma del ope- 
rador tenemos 


(S” (va) y, S” (14) yo 


? 2 an 
11S* (DAD sup a de 
— cp (PS (or) o, S* (03) 0) 
— sa (Dy, y) A á 
Xx ((E —1C o A (05) 2) a ¡E —:1C (o) Il, 


donde] C (va) =D"P (DB-4” (0)) D-4* y fue cumplida 
la sustitución y = D-*%z, 
Sustituyendo la relación encontrada en (15), obtenemos 


llyrn+s —Ullo = sup [1 —+€ (va) Il llYa — ll o- 
011 


De (12) hallaremos que el operador C (v,) para toda 
Un € N (1) satisface las desigualdades 


(C (01) Y, C (4) y) <= Ya (0 (Da) Y, y), 
(€ (va) Y, Y) > Y Y) Y). 


Recordemos que la estimación requerida para la norma 
del operador lineal E — 1C (v,) bajo las suposiciones indi- 
cadas fue obtenida en el punto 2 del $ 4 del cap. VI. Preci- 
samente, para T = 1/y, tenemos || E — TC (21) [|< p, donde 
p=Y1-8 E=v/Y La primera afirmación del teo- 
rema está demostrada. De modo análogo se demuetra 
también la sogunda. En este caso el operador € (05) es aulo- 
conjugado en 47, y la ostimación para la norma del operador 
 — 1C (vs) fue obtonida anteriormente en el punto 2 del 
$ 3 del cap. Vi. El teorema 2 está demostrado. 

En el capítulo VI, además de la estimación aquí utili- 
zada para la norma del operador £ — € (v,) en el caso no 
autoconjugado, fue obtenida otra estimación partiendo de 


la suposición de que sean dados los tres números Y; Ya Y Ya 
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en las desigualdades 
VE < C(va) E VE, NC, (MS Tas Y >0, 


donde €, = 0,5 (C — C*) es la parto antisimétrica del ope- 
rador €. En este Caso para 7 = Tp (1 — xp) es válida la 
estimación || £ — TC (05) li < p, donde 


Ya 2 = de bz do Y 
AA A Y dp 2 = Pp = ——=—¿¿= + 16 
Vr + V CE AAA 145” 1+x y, (18) 


TEOREMA 3. Supongamos que en la esfera Q (r) el opera- 
dor A posee derivada de Gato Á' (uv), la cual para cualquier 
vE 8 (r) satisface las desigualdades 


YiDy, y) (DBA (0) y, y) < v(Dy, Y) Y > 0, 
0, S(DBA" (0) — A*(v) (BJ 1D) yllb-" < y3(Dy, y). 


Entonces para t= “(1 — xp) e y € Q (r) el método ite- 
rativo (2) converge en H p, y para el error es cierta la estima- 
ción (13), donde p = ' está definido en (16). 

Mostremos ahora que si el operador 4” (1) para w € Q (r) 
satisface las condiciones (17), entonces para cualesquiera 
u, y ES (r) se cumplen las desigualdades (4) y (5) con las 
constantes y, = Y Ya = a E yyy. Entonces del Jema 1 
se deducirá la unicidad de la solubilidad de la ecuación (1). 

En virtud de (11) tenemos para u, vEQ (r) y £€[0 1] 


(DB-"Au — DBAv, u — uv) = (ly, y), £i= DB-A'(w) 


donde y =u — 0,w =u- ti (ve — u) E Y (1). De (17) obte- 
nemos (ty, y)> y (Dy, y), es decir, está cumplida Ja de- 
Sigualdad (5) do y, = yr 

Luego tenemos que (DB-*4u — DB-1Ap, z) = (By, 2). 
KRepresentemos el operador XX en forma de la suma KR = 
= Hoy + R,, donde ¿iy = das (R + RF) y Ry = 
= 0,5 (8 — R*) = 0,5 (DB-L (w) — A'* (w) (5%) -1D) 
so respectivamente Ja parte PO a y la antisimétrica 
del operador 41. 

En virtud de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski 
y de la condición (17) obtendremos 


(Ry, 2) =(DARR y, Da) SL (DAR y, Riyi? (Dz, 2)? = 
=1|RiYlloa (Dz, 912 < y, (Dy, y)? (Dz, 2)1/?. 


(17) 
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De la desigualdad generalizada de Cauchy—Buniakovski 
hallaremos 


(Roy, 3 <ARoy, Y Pos, 2 = 
=(Ry, y! (Rz, 112 <vy. (Dy, y? (Dz, 2)1/2. 
Así pues, nosotros obtenemos la desigualdad 
(Ry, 2) < (y, =Y9) (Dy, y)? (Dz, 2312. 
Poniendo z = B-1 (4u — Av) y utilizando (5), tendremos 
(DB? (Au— Av), B71 (Au— Av) < 


< MED (DBA (Au— Av), u—v). 
Yi 


La afirmación está demostrada. 

3. Método de Newton —Kantorovich. Tón los teoremas 2 y 3 
nosotros supusimos que la derivada de Gato A” (uv) existo 
y satisface las desigualdades respectivas para v € (Q (r) = 
= fo: | u —v llp< rj donde u es la solución de la ecua- 
ción (1). 

De la demostración de teoremas se sigue que es suficieni- 
te exigir para cada iteración k=0,4,... el cumpli- 
miento de dichas desigualdades sólo para v € ( (r), donde 
rn = lu — yn lp. E a 

En este caso y, y Y2 (y también y;, Ya y Ya) pueden de- 
pender del número de iteraciones k. Si elegimos el parámetro 
iterativo t por las fórmulas de los teoremas 2 y 3, entonces 
obtendremos el proceso iterativo no estacionario (2) con 
TAE Tr41: 

Además, so puede examinar el proceso iterativo 


B rs PE > Aya = k=0, 1 ...q<) YEAH, (18) 


en el cual el operador B = Bj. también depende del número 
de iteraciones. ¿Cómo elegir los operadores B,? Si el opera- 
dor A es lineal, entonces 4” (y) = A para cualquier v € H. 
Entonces de Jos teoremas 2 y 3 se desprende que para B == 
= A' (v) = 4 la velocidad de convergencia del método ite- 
rativo (2) es máxima. Precisamente, para toda aproxima- 
ción inicial yy obtendremos que y, = u. 

Elijamos ahora el operador $B),.,, en el caso de un opera- 
dor A no linoal de la siguiente mancra: Br, = A” (ya). 
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Obtendremos el esquema iterativo 
A? (ya) HE Ay =P, d=0, 4, 9 EH. (19) 


En correspondencia con la terminología aceptada el proceso 
iterativo (19) es no lineal. Para vt, = 41 él se llama método 
de Newton— Kantorovich. Para estimar la velocidad de con- 
vergencia del proceso iterativo (19) se pueden emplear los 
teoremas 2 y 3, en los cuales A conviene cambiar por A” (y). 
En particular, para el caso D = E con tr+y = 1/7, tiene 
lugar la estimación 


rs — ul oy, —uell, p=V LY; p< 1, (20) 


donde y, y y, son tomados do las desigualdades (12) del 
teorema 2 


NA” Y) LA O Y ES ye ((14" MY) THA” (O) y. y) 
CA GAY) AA (O Y, > YY y, y >o0 


para y E H,v€ A (rx) y Tr = I| u — yx I[. De (20) se deduce 
que Try = llYr+a — UI pri < rx y, por consiguiente, 
ra => 0 cuando % > 00. Por eso, si la derivada 4” (v) como 
función de v de valores en el espacio de los operadores linea- 
les es continua en el entorno de la solución, entonces cuando 
k=-00, tenemos que y, —>4 y y, —> 41. Esto conduce a la 
aceleración de convergencia del método iterativo (19) al 
aumentar el número de la iteración k. 

Los rázonamientos citados muestran que los métodos del 
tipo (19) bajo ciertas suposiciones sobre la suavidad del 
operador A” (v) poseen una velocidad de convergencia más 
alta que la velocidad de convergencia de una progresión geo- 
métrica. 

Examinemos el método de Newton—Kantorovich (19) con 
Th == 1. Investigaremos la convergencia de este método bajo 
las siguientes suposiciones: 

1) se cumplen las desigualdades 


14" (0) — 4" (0) <a Jo —wlh a>0 (4) 
14" (0) yll> Mill, 4 EH, B>0 (22) 


para v, w€ Q (r); 2) la aproximación inicial y, pertenece 
a la esfera Q (r), donde r = mín (r, 1/(af)). 

TEOREMA 4 Si se cumplen: las suposiciones 1) y 2), en- 
tonces para el error del método ¡iterativo (19) con Tr =1 es 
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cierta la estimación 
1 
lun —ull< 5 (aBllvo — ul. (23) 


En efecto, de (19) obtenemos la relación siguiente: 
A" (Yun) (Yny1 — U) = A” (yu) (Yn — u) — (Aya - 4u) = 
= Ty, — Tu, 
Tu = A' (yx) u — Au, 


donde u es la solución de la ecuación (1). De aquí en virtud 
de la desigualdad de Lagrange para el operador lineal Y 
obtendremos 


NA" (Y) Urra — Dll = 11 Zy, — Tu H< 
< sup 17” (95) 11 ll ya — u ll, 
0<:i<1 


donde yv, = Yn + £ (u — yn). De la definición del opera- 
dor tendremos 


T” (01) = A” (yr) — A” (vz). 


Supongamos que ya € € (r). Puesto que r<r, entonces 
y. € Q (r), y, por consiguiente, vz E £2 (r). De la desigual- 
dad (21) tendremos 


PP" (01) ll = 1147 (Yx) — A” (04) <a ll yn — Ya Il = 
| = at || yn — uN 
sup || 7” (07) I< a ly, — u ll. 
0<t<1 
De esta forma, está hallada la ostimación 
HA? (Un) Ya + 1 — 4) |< Q [| ya — uu 1l?. 
Utilizando la desigualdad (22), de aquí obtendremos 
rs — € ll< af Il yr — u [. (24) 
Notemos que como || y, — u lr y apr < 1, entonces 
lYnqa — 2 lI< abr [yn — 4 1< Ilya — u lr. 
Por lo tanto, de la condición y, € Q (r) se sigue que Yn+1 € 
e Q (r). Ya que Yo ¿2 fr, entonces por inducción encon- 
tramos que y, € Q (r) para cualquier k>0. Por eso Ja 
estimación (24) es válida para cualquier > 0. 
Resolvamos la desigualdad (24). Multipliquémosla por 


af y designemos q, = ab || y, — u |]. Para q, obtendremos 
la desigualdad 91+1<g% k=0, 4, ... Por inducción 
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r . es - O n 
es fácil demostrar que su solución biene la forma 9, < q%, 


n> 0. Por consiguiente, tenemos la estimación 
rn 
ap lla, = u |< (af ! Y — YU 119" y 


De aquí se deduce la afirmación del teorema. 
OBSERVACIÓN 1. Si la aproximación inicial y, es elegida 


de manera tal, que r< pl(af), p < 41, entonces de (23) se 
deduce la estimación 
yn] 
(ln — ul 02" llo — ul! 
y la estimación 
nz tig (e) == log, (Un eIn p + 4) 


para el número de iteraciones. 
OBSERVAGION 2. Si en lugar de la condición (21) se cum- 
pte la desigualdad 


VA” (a) — A? (e) US a llo —we ll,  pE(, 1), 
entonces para et error es cierta la estimación 


1 P/ AR —ualy?+b” 
7 Ab lo appero”, 


17. — 1] E, 


(7=mín (r, 7% )). 


Durante la demostración del teorema 4 nosotros obtuvi- 
mos la estimación para el error (23). Esta estimación es 
inútil desde el punto de vista de su aplicación práctica, 
pero es importante para la teoría del método, por cuanto 
muestra cómo so realiza la convergencia cerca de la solu- 
ción u. 

El teorema 4 permite encontrar el dominio de no existen- 
cia de solución. En efecto, el teorema afirma que y, converge 
a usi ly, — u ll<r. Por lo tanto, si las iteraciones no 


convergen, entonces en la esfera || yy — u ||< r, con centro 

en el punto y, no hay soluciones de la ecuación (1). 
Señalemos que si el operador A tiene segunda derivada 

de Gato en la esfera Q (r), entonces en la desigualdad (21) 


== sup Atv ++t(2—0)H. 
0<t<1 


Al realizar el esquema iterativo (19) para cada % es 
necesario resolver la ecuación operacional lincal 


A" (ya) o = E (Ya), (25) 
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dondo 
, Z 
F (Yu) = A' (Yn) Yn — Tr+r (Aya — f) (26) 
Si v es la solución exacta de la ecuación (25), entonces en 
(19) Ynsa 0 
Es necesario caleular el operador 4” (y,) en cada ¡terá- 
ción y esto puede exigir grandes gastos computacionalos. 
Examinemos un ejemplo. Supongamos que el operador 4 
corresponde al sistema de ecuaciones no lineales 


Pi (uy) =0, i¡=1,2,....m, u= 
eS (U,,Uo, . . ¿3 Um). 


La derivada de Gato 4” (y) en el punto y = (Yi. Yo, 
-. Ym) es una matriz cuadrada con elementos «;;, (y), 
donde 


op; (u) 


1; (y) = 9; 3 l, 7 EN e ...y mn. 


u= 
Por lo tanto, en cada iteración es necesario calcular 
m? elementos de la matriz A” (y), al mismo tiempo que el 
número de incógnitas en el problema es igual a m. | 
Para evitar el cálculo de la derivada A” (y,) en cada 
iteración, se utiliza la siguiento modificación del esque- 
ma (19): 


, TRm4+i41"— Ukm41 3 
Ad a mi), 


e A e E 0 PE 


Aquí la derivada A” se calcula después de cada m iteracio- 
nes y se utiliza para encontrar las aproximaciones interme- 
dias Yam+1: Yam+tzs » » >» Yin+rom: Para Mm = 1 obtendremos 
el esquema iterativo (19). 

4. Métodos iterativos bietápicos. Es racional utilizar 
el esquema itorativo (19) en el caso cuando el operador 
A" (yx) es fácilmento inversible.Con esto la solución exacta 
ty de la ecuación (20) se toma por una nueva aproximación 
iterativa Y,+1, la cual satisface el esquema (19). De esté 
modo, Jiosotros obtenemos un esquema iterativo, en el cual 
el operador B,,, está prefijado en forma explícita: Br4, = 
=A' Y»). 

Si la ecuación (25) se resuelve aproximadamente, por 
ejemplo, con ayuda de un método iterativo (interno) auxi- 
liar y en calidad de y;., se toma la m-ésima aproximación 
iterativa Up, entonces yz y, satisface el esquema general (18) 
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con algún B+, +4 4' (4,1). En este caso la forma explícita 
del operador 4, +, no seutiliza, y el conocimiento de su estrue- 
tura es necesario únicamente para investigar la convergencia 
del esquema iterativo (18). Los métodos iterativos cons- 
truidos por este procedimiento en algunas ocasiones son 
llamados bietápicos, sobreentendiendo por esto ol algo- 
ritmo especial de inversión del operador By +. 

Describamos más detalladamente ol esquema general 
de construcción de los métodos bictápicos. Supongamos quo 
para resolver la ecuación lineal (25) se utiliza algún método 
iterativo «de dos capas implícito 


Bag A + 4 (Ya) Un —F (ya), n=0, d, ..., m—i, 
(27) 


donde F (yy) está definido en (26), (0,3 es el conjunto de los 


parámetros iterativos, B,.+, son los operadores en A que 
pueden depender de Y,, Y Uo = Yh> 
Expresemos Y mediante Yy,. Primeramente hallaremos 


la ecuación para el error 2, = 6, — y, donde v es la solu- 
ción de la ecuación (25). De (25) y (27) hallaromos 
Za+1 = Ón+1n> n=0,)4,..., Sp = 


= E — 0, BA! (Y;,) 
y, pur consiguiente, 


== Sm m-1 . . “9 Si, 


(28) 
=(E — Tm) v + TmYro 


De (25) y (26) obtendremos 

v =14” (ya)JI"F (Yn) = Yn — Tra LA” (y d1? (Aya — Í). 
Sustituyendo el v hallado en (23), tendremos 

Yn+1 = Um = Yn — Tati (E — Tm) 14” (ya)1? (Aya — 1). 


De aquí se deduce que y, +1 satisface el esquema iterativo 
(18), si designamos 


Br+i = A' (yn) (E — Tm)”. (29) 


Así pues, la realización de un paso del método bietápico 
consiste en el cálculo de F (y,) por la fórmula (26) y el cum- 
plimiento de m iteraciones según el esquema (27) con la 
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aproximación inicial v, = yr. La aproximación vn obto- 
nida se loma en calidad de ya..1. 

Examinemos el esquema iterativo (18), (19). Para estimar 
la velocidad de convergencia se pueden utilizar los teoremas 
2 y 3, en los cuales 4 se cambia por B,+41, Y T Por T,.+1. La 
insuficiencia de esta elección del parámetro t es que se nece- 
sita estimar y,, Ya Y Ys exactamente. 

Señalemos que durante la construcción de un método 
bietápico se podría partir no de la ecuación (25), sino de 
la ecuación «cercana» a ella 


Rv = F (yr), 
donde ol operador lineal 2? en cierto sentido es equivalente 


al operador A” (ya). En este caso en el esquema iterativo 
(18) tenemos 


Brr=B =R(E — Tm)”. 
Investiguemos este caso más detalladamente. Supon- 

vamos cumplidas las condiciones 
R=R*>0, TAR=RTa (30) 
Pra lr = g < 1. (31) 


LEMA 2 Sean cumplidas las condiciones (30) y (31). 
Entonces el operador B = R (E — Tm)? es autoconjugado y 
definido positivo en H, y son válidas las desigualdades 

A—HBSARSA + B. (32) 

Examinemos el operador B-! = (E -—- Ty) R"*. De (30) 
hallaremos (E — TAR =R(E — Tmp)o RA (E — TA 
=(E— Tm) R*. Por consiguiente, el operador B-? es 
autoconjugado en /E. 


Puesto que en virtud de (30) el operador 7,, es «auto- 
conjugado en Ha, entonces 


(Z mt, zip i E J(RTmz, z) | 
Ha da AD TR, 2) <q<l. 


F = Su 
[| mile Eon (x, 2) 40 


Por lo tanto, para cualquier x € H tenemos la desigualdad 
(RT nz 2) |< q (Rz, 2). 

Poniendo aquí x = R-*y, obtendremos 
PnRy, y l< ga (Ry, Y, 
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por lo tanto para y € 1f hallaremos 
lg iy, Y <U(E — Ta) Roy, Y < (1 + gx 

, X (A “ly, y). 
Así pues, hemos obtenido la estimación 

A —ORASBAS A + gr. (33) 

Ya que R-* y B- son los operadores autoconjugados en H 
y q < 1, entonces del lema 9 del $ 1 del cap. Y se deduce 
que las desigualdades (33) y (32) son equivalentes. El lema 
está demostrado. 

LEMA 3. Supongamos que el operador Á tiene en la esfera 
Q (7) derivada de Gato A” (v), la cual para cualquier v € 
€ 0 (r) satisface las desigualdades 


(ly, Y EA (WD y. y <Cs (ly, y), c1>0, (34) 
110,514” (0) —(A" (0))*l yilk-" <ch (Ry, y), e30. (35) 


y sean cumplidas las condiciones (30) y (31). Entonces se 
cumplen las desigualdades (17) del teorema 3, donde 


y=ca(1—D, Ya=c2 (1-49), Y=09 (149), 
D=B=RA(E = Tm) 


Icn efecto, en virtud del lema 2 el operador D es auto- 
conjugado y definido positivo en H7. Además, las desigual- 
dades (17) para D = B tienen la forma 


Y (By, <A (y, 1 < Y. (By, y), (36) 
10,5 14" (1) — A (09% yliba < YU By y). (37) 


Las desigualdades (36) con los y, y yz indicados en ol 
lema 3 se deducen de (32) y (34), mientras (37) se desprende 
de (32), (33) y (35), ya que 


lallba =(8%2, 2) <(1+0) (Rz, 2) =(1+0)llelll=, 
(Ra, 2)<(1 +9) (Bz, 2). 
Utilizando el lema 3 se puede demostrar el análogo del 
teorema 3 para el método bietápico. 
TEOREMA 5. Sean cumplidas las condiciones del lema 3 
y sea el método bietápico construido a base de la ecuación Rv = 
== FP (y,) empleando el operador de resolución T m. Si en el 
esquema iterativo (18) con By =B —R(E— Tm), que 
pescribe este método bietápico, elegimos T, ==", (1 — xp) 
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€ Yo EQ (1), entonces para el error será cierta la estimación 
lun — ul 1 p*ilyo —ull a, 


donde u es la solución de la ecuación (1) y p, x y T, son defini- 


dos en (16) con los ys, Ya y ya indicados en el lema 3. 

5. Otros métodos i¡teralivos, En este punto nosotros da- 
remos una breve descripción de algunos métodos iterativos 
también utilizados para resolver la ecuación del operador Á 
no lineal. 

Sea O (u) un funcional diferenciable según Cato, defi- 
nido en A. El operador A, que actúa en £f, se llama potencial, 
si existe el funcional diferenciable UD (u) tal, que 4u = 
= grad UD (u) para todos los u. Aquí el gradiente del fun- 


cional (DP (u) se define por la igualdad =D (Y + t0)]¡=p = 


= (grad D (u), v). Como ejemplo del operador potencial 
puede servir un operador lineal A acotado y autoconjugado 
en el espacio de Hilbert H. Él está generado por el funcional 
OD (u) = 0,9 (Au, u). 

Sea cl operador A continuamente diferenciable en Af. 
El operador A es potencial entonces, y solamente entonces, 
cuando la derivada de Gato A” (+) os un operador autoconju- 
gado en /f. 

Si el operador A es polencial, entonces la fórmula 


bl 
D (u) = | (A (uy + t(u — uy), u— Up) dt, 


14 


donde u, es arbitrario, pero un elemento fijo de If, da un 
procedimiento para consiruic el funcional (D (u) según el 
operador A. 

Si el operador Á está generado por el gradiente de un 
funcional estrictamente convexo, entonces la derivada 47 (v) 
es un operador definido positivo en 4 para cualquier yv € If, 
En este caso para la resolución aproximada de la ecuación 
(25) se pueden utilizar los métodos iterativos de tipo varía- 
cional, por ejemplo, en (27) se pueden elegir los parámetros 
0,41 Por Jas fórmulas de los métodos del descenso más 
rápido, de Jos defectos mínimos, etc. 

Examinemos como ejemplo el método bietápico (18), 
(29), para el cual 7,4, == 1, y en el esquema (27) m = 1 y 
B, = E. Entonces Bay = £/0,. Si para el proceso ¡itera- 
tivo auxiliar (27) se elige el parámetro 0, por las fórmulas 
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del método de los defectos minimos (o de las correcciones 
minimas), entonces obtendremos (véanse los puntos 2, 3 
del $ 2 del cap. VIII) 


o A) TA 12) 
i NA” (ymdral!? 


En este caso el método iterativo bietápico so describe por 
la fórmula 


, Tih= AY f. (38) 


AE Ya = 1, k=0, tf, ..., (99) 
donde 6, está definido en (38). 

En la situación, cuando cl operador Á no es potencial, 
el parámetro o, se puede elegir mediante las fórmulas del 
método de los errores mínimos, poniendo en (27) B, = 
= [(A” (ya) "1" y 


E (TAr T1x) O Y 
04 = EY (ua ))*rk 12 9 Ph=> AY» /. (40) 


En este caso el método bietápico tiene la forma 
a “+ (A .(yY1))* 4yn, PES (A” YE, k= 0, L, ...y (41) 


donde 6, está definido en (40). 

Es fácil ver, que en el método (383), (39) el parámetro ou, 
se clige de la condición de mínimo de || A” (Y4,) (Y, +1 — 
— Yn) + Aya —f li, y en el método (40), (41), de da condi- 
ción de mínimo de la norma ll Y,41 — y, + 14” (y YI x 
XxX (Ay, — / ll. 

El problema de resolver la ecuación Au = f en el caso de 
un operador potencial algunas veces puede ser cambiado pot 
el problema de minimizar el funeional que genera este vpera- 
dor. Notemos que siempre se tiene un procedimiento simple 
de transformar el problema de resolver la ecuación (1) en 
in problema de minimización aún si el operador A no os 
potencial. 

En efecto, sea D (u) un funcional definido en A y que 
biene el único punto de mínimo u = 0. En calidad de ejemplo 
de tal funcional se puede citar OD (u) == (Du, u), donde D 
es un operador autoconjugado y definido positivo en J7. 
A continuación, para la ecuación (1) dada examinemos el 
funcional 


Pu) — D(Au—]), u€H. 
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Si la ecuación (1) tiene solución u, entonces, evidentemente 
ella le concede el mínimo al funcional /' (u). 

Describamos un método de minimización de un funcional 
(método del descenso). Sea la ecuación (1) generada por el 
gradiente de un funcional (b (14) estrictamente convexo. Sea 
la sucesión minimizante se construye de acuerdo con el 
esquema iterativo (19), es decir, mediante la fórmula 


Yn +1 =Yn — Ta+r lA” (yu) ) 7? (Ayn — f/f) k=0,4, ... (42) 


Designemos 
up = [4” (ya)17? grad O (y), 


donde en virtud de las suposiciones hechas grad Y (y,) = 
= Aya — f. Escribamos (42) en la forma 


Yrh+1i = Yh — Tr4 Uy. 


Señalemos, que el operador A” (y,) es definido posilivo y 
autoconjugado en 17. Á continuación, de la definición de la 
derivada de Gato de un funcional tenemos 


lim O (Ya —Thy110n)— 0D (yn) +- (grad dd (Y), W;) = (). 


T 


Ya que 4” (y4,) 0, = grad D (y,), entonces 
(grad UD (y,), 104) = (4 (Y,) 04, 01) > 0. 


Por consiguiente, existe un T,41 >0, tal, que VD (Y»+1) 
será estrictamente menor que UD (y;,). 

Si la sucesión minimizanle fy,) se construye según. el 
esquema explícito (18) (B, = £), es decir, mediante las 
fórmulas 


Yn+r  Yn — Tr+1 (AYr E $», 


entonces el paso de y, a Yn+y se realiza por la dirección 
del gradiente del funcional (P (u) en el punto y,. Tales mú- 
todos se les acepla llamar métodos de descenso gradiental. 
Existen algunos algoritmos de elección de Jos parámetros 
iterabivos T,. pero en estos problemas nosotros no nos de- 
tendremos aquí. 

Citemos como conclusión una generalización del método 
explícito de los gradientes conjugados, el cual se utiliza 
para minimizar un funcional bajo las suposiciones indica- 
das más arriba. Las fórmulas del algorilino d ePlotcher —: 
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Ribs tienen la forma: 
Yn+1 = Yn — Garin, k=0,14,..., 
6), = grad 0D (y) Sd billtnar k=1,2,..., 
097 = grad (Yo), 

donde 


_  Iigrad (y)18 ds 
>= e? LL 4, 


y el parámotro 4; +1 se elige de la condición de mínimo de 
D (y, — 4p+10,). Este problema sobre la búsqueda del 
mínimo de función de una variable se resuelve pur uno de 
los métodos del análisis numérico. 


$ 2. Métodos de resolución de esquemas 
de diferencias no lineales 


1. Esquema de diferencias para la ecuación cuasilineal 
elíptica unidimensional, Aplicaremos la teoría general do 
los esquemas iterativos expuesta en el $ 4 para encontrar 
una solución aproximada de los esquemas de diferencias 
olípticos no lincales. Comencemos por los ejemplos más 
simplos. 

Examinemos ol tereer problema de contorno para una 
ecuación cuasilinoal unidimensional en la forma divergente 


Lu= <q ke (z, y, Se) — ho (2, u, E )=—0 (2), (<< 1, 


le, (2, le, E) =*0 (4)— Ho, =0, (1) 


du 
—k, (z, Wu, 72 )=% (u) — M4, r=l. 
Supondremos que Jas funciones £, (2, Po, Py, Ko (E, Po. Pi)» 
Xv (Po) y %1 (Po) Sean conbinuas respecto de py y py y «estén 


cumplidas las condiciones de elipticidad fuerte 
1 
ze la(s, Por Py — Ka (2, o 401 (Pa — da) > 
1 
242 (Puga), (2) 


(%o, (Po) "7 Ha (90)! (Po dé 90) 2 O, a = Ú, 1, (3) 
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donde £,>0 es la constante positiva, (0<zx<Íl, | pol, 
gl Allin i<o. 

Sobre la red uniforme ww =(1x¿=ihA, ¿=0,4%t,... 
coo N,AN = 1) al problema (1) Je pondremos en corres- 
pondencia el esquema de diferoncias 


AY =—fp USXiS<N, (4) 
dondo 
2 
p (0) + Hor += O, 
Í A p (x;), 1<i<N—4, 
2 , 
P(0)+>3 Hs ¡=PN. 
El operador de diferencias Á se define por las fórmulas: 
Ay, =1/2([k, (2, y, Ya)lz +1%1 (2%, Y, Y le — 
— hy (2, Y, Ya) — Ko (z, Y, US io 1<¿<V—1, 
1 : 
AYo = sr [Xi (0, Yo ¡Yx,0) Ek (%, Yao Y pls 
p : 
—de9 (0, Yo» Ya, 0) —7 %o(Y0), 1=0, 
1 
AYy == [%, (1—h, Yn-to Yo, N-1) ES 
+ky (Lo Yuna Yz dl Lo ld Yo Y A (nds ¿RN 


Si en el espacio 1] = H (6) so define el operador no lincal A 
por la relación A = —A, entonces el esquema de diferen- 
cias (4) se escribo en la forma de la ecuación operacional 
Au =f. 

Investiguemos las propiedades del operador no Jineal 4, 
el cual actúa dle H en ff. Recordemos que el producto esca- 


lar en A (0) se define por la fórmula 
N-1 
(u, v)= De UU ¿Ri 00h (Ugo E Un Up), 
i=1 
y mediante (u, 0)p+ y (u, P),- se designan las sumas 


N N-1 
(U, D)u+ = 2 U¡D¡h, (U, D)o-= a u¡v¡h, 
==; ¿= 
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asl qué 


(u, v)=1/2[(U, D)ur + (u, v)u-l. 
Mostremos que al cumplirse las condiciones (2) y (3) 


el operador A es fuertemente monótono en H (6), es decir, 
se cumple la desigualdad 


(Au — Av, u —0)>4 lu —oll, c,>0, (5) 
donde c, está definido en (2). A 
Designemos Po—=Po=Uip da=G0 Up Pi=Ux, iy Pp 
= ea p A=Ux, dd q Le j" 
Utilizando la definición del operador A, las fórmulas de 


sumación por partes (véase (7), (9) del $ 2 del cap. V) y las 
condiciones (2), (3), obtendremos 


(Au— Av, u—v) =(Av—Au, u—)== 
N 1 
=1/ > AP [Ko (L, Po Pi)— 
1=1 a=9 
— Ko, (x, do: q] (Pa—1e) | + 
N-1 z 
+1, 2 [Ao (z, Por Py) — ka (z, 40» q1)) A 


X (Pa—40)| + [xy (Do) — Xy (90) (Po— %o) + 
+ [Ao (Do) — 4d (Go) (Lo — 90) li=0 > 
Cr Dr 4x3 añ, > ] 
> 2742 Wed Ah 2 (Pa — qu). 


Teniendo en cuenta la igualdad u, ¿ = ux, 1,1, escribamos 
la estimación obtenida en la forma 


(Au— Ad, U—D) > Ll [u—b, U —U)y+ + (U —v, U—UV)lo-+ 


N N-1 
+2 he, 2 hu v)2, 4] =0s [lu — ul? + 


+ ((u — Dv) 1).+] => c<,Jlu — v]f?. 


Do la observación 2 al lema 12 del capítulo V se deduce que 
osta estimación no puede ser mejorada. 
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Así, pues, está establecida la monotonía fuerte del ope- 
rador A. En virtud de la continuidad de las funciones 
ko (%, Do, Pi) Y %a (Po), el operador Á es continuo en H. 
Por eso del teorema 11 del capítulo Y se deduce la existencia 
y la unicidad de solución de la ecuación Au = f en la esfera 
ls 4 <- [40 —F || y, por consiguiente, del problema 

1 
de diferencias (4). 

Si ko (2, Po, Pi) Y %a (Po), € = 0, 1 son las funciones 
continuamente diferenciables de sus argumentos, entonces 
en lugar de (2) y (3) se pueden utilizar otras condiciones 
suficientes que aseguran la monotonía fuerte del opera- 
dor A. 

Supondremos que se cumplan las condiciones 

1 


UN 1 
Ci 2 Ea <= a (£, Po, Py) Eta <Ú Ca 21 Elo c¡>0, (6) 


q= Qr= 
050, (Po) <C3 a=1, 2, (7) 
donde ¿=(£0, E,) es un vector arbitrario y 


Oka (2, Po, 
lag (x, Po» pr) = AS Pa 


0 
00 (py) = E 20, % B=0, 1. 


Mostremos, que de las condiciones (6) y (7) se deducen (2) 
y (3). En realidad, tienen lugar las igualdades 


ko (E, Por Py —ka (2, do q) = 
1 


= ¡ ko (a, ¿Do + (1—t) do, tp + (1 —£) q,) dl = 
0 


1 
0 a 3 y 
=(Po — 9o) | Met (Pi — 91) X 
0 


1 1 
Xx | LACA y (Pa — Gp) X 


; 
, y f=0 


1 
X | das (2, So, $4) dt, a=0, 1, 
0 


donde sy = tpo + (1 — 1) 90, $, = tp, + (1 — 2) g,. Mul- 
tiplicando esta igualdad por pz — 94 y sumándola según 
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a desde O hasta 1, obtendremos teniendo en cuenta (6) 


1 
2, Uta (2, Po PY ha (E) dos 901 (Pa— 9a)= 


»1 4 
f a, Bpu0 


Hi 1 


Cy | y (Pa — Qa). dt =C, y» (Pa — 2aJ*. 


Y a=0 u=0 
Así, hemos obtenido la dosigualdad (2). Del modo análogo 
de (7) obtenemos la desigualdad (3) 


1 
[a (Po) —Xa (40)1 (Po — 90) = | Hat dt (po— q0)*>0. 
0 


De esta forma, las condiciones (6) y (7) garantizan la «exis- 
all y la unicidad do solución del problema do diferencias 
(4). 
Ffallemos ahora la derivada de Gato del operador A, 
suponiendo que las funciones ko (2, Po, P1) Y %a (Po), A = 
== (), 1, tienen derivadas acotadas según po y p, del orden 
necesitado. | 

De la definición de la derivada de Gato de un operador 
no lineal tendremos 


A" (u) y, = —Yakla,y (2, U, Us) Yxlz ¿+ 

+[4,, (2, u, Uz)Yzle, 1 +l0yp (%, Us Uz) Ylz ¿+ 

+iaj(z, e, u5)ylo, ¡+ Yodo (2, Us Ux)Yx ¿+ 

+ Gp (5, U, Uz) yz ¿+ Ítoo (7, U, Us) + 
+ap(r, e, us)l y), 1<i<N — 1. 

Para ¿=0 obtendremos 
A' (1) Yo = — $ [ys (O, 29, Ux, 0) + 041 (%, 01, uz, )— 

— hay, (0, Ugr Ux, 0) +44 (%R, Us, uz. 1)) Ye, o + 


+ A [5, (Up) —. t/, io (0, Up: Ux, 0) q 


h 
—i/y Tio (h, ly, O Zoo (0, Yo» Ux, o)] Yo 
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Y para ¿=N tendremos 


, 1 
Á (1) yy == [641 (ER, Uy-11 Ux, 1) + 
+44 (1, Un, uz. nh (e, Un, uz E 


—hapy(—Ah, Uy.s Us, N1)) Ys NT 
2 
Ez [04 (Uy) + 12010 (1, Uy, Uz y) + 
J 
—+ tl, As (1 —h, Un ..19 ta N-1) + y o (dí, Un, ue. nl Yn- 


Señalemos que al calcular A” (u) yo y 4” (u) yy fueron 
utilizadas las relaciones 
Yi = Yo FYxo Una = Yn — Mi n> (8) 


Investiguemos las propiedades de la «derivada do Gato 
A” (u) del operador A. 
Loma 4. Si son cumplidas las condiciones 


Oy (<, Po, PY _TOKkp(z, Po, Py (9) 
Oo 0Py p 


entonces A' (u) es un operador autoconjugado en H. Al satis- 
facer las condiciones (6) y (7) él es definido positivo en. HH. 

En efecto, utilizando las fórmulas de sumación por par- 
Les, y también las relaciones (3), obtenemos 


N-1 
(4”,(u) Y, 7) o 1), 2 R [8,4 (zx, U, Uz) Yrlx + 
+ Agp (X, U, Ux) años (2, U, Uy) Yxz 
+ Ago (x, U, Uz) yz), +02 h [ass (2, ue, uz) Yzaz+ 
+ az, u, 42) Y2 + gy (1, Ue, Un) Y Z + 
+ Goo (E, U, Uy) yz, + 00 (Uo) Yozo +01 (Un) Ynzn- (10) 
Comparando esta expresión con la expresión para (y, A' (u) z) 
obtendremos que bajo la condición aj (2, Po, Py = 
= 40 (%, Po, Py), la cual os otra forma de escritura para (9), 
el operador A” (4) es autoconjugado en FT para cualquier 


u EH. 
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Sean ahora cumplidas las condiciones (6) y (7). Poniendo 
en (10) z; == y;, obtendremos 


j á N-1 
(A (4) y, y> | Za Ri ya, + 


N 
+24) ]= al +0 Delay Y) (11) 


es decir, el operador A* (u) es definido positivo en 4. El 
lema está demostrado. 

Notemos que en virtud del teorema 2 del capítulo V 
de la definición positiva de la derivada de Crato del operador 
continuo A se deduce que él es fuertemente monótono. De 
esta forma, al cumplirse las condiciones (6), (7) el operador A 
es fuertemente monótono. 

Poniendo Z;= y, en (10), obtenemos en virtud de las 
condiciones (6), (7) la estimación por encima 


N-1 N 
(4 (04 yn <2 [Y Ai+vi 0 Y uy) ] + 
i=1 


i=0 
+4 (yá +- yW) =c2[Hy, y) + (y2, Lor] + Cs (Y0 + YN). 


De la desigualdad (36) del lema (15) del capítulo Y para e = 1 
hallaremos, que 


; 841 
YT INEA Y, N+ (Y, Lo), ASE (12) 


Por consiguiente, tenemos 


AD Ny < 7 [, y + (4 Dor, 
Ye = ls + Calz (13) 


Definamos en el espacio H = H (o) el operador lineal R, 
que aplica H sobre H, por las fórmulas 


2 
—i Yx. 0 + Yo» ¿=0, 
Ru=b — Ya, ¡+Yo ASESINA, 


2 A 
TY nr YN i¡=8PN. 
Do la primera fórmula de Green de diferencias hallaremos 


(Ry, Y =(Y, Y+(T Lor (14) 
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Entonces de (11), (13) y (14) se deduce fácilmente que siendo 
cumplidas las condiciones (6), (7) para la derivada de Gato 
A* (u) del operador A son válidas las desigualdades 


Y (Ry, y) < (AY, y) < yo (Ry, y), (15) 


donde y, =€,>0 y ys = Ca + Cali, es decir, los opera- 

dores R y A” son energéticamente equivalentes con cons- 

tantes que no dependen del paso A de la red. 
Recordemos que más arriba fue obtenida la desigualdad 


(Au se Av, u — y) => C; [M u —U ¡P + ((ue q DE, a+), 


si se cumplen las condiciones (2) y (3). De aquí y de (14) 
se desprende que al cumplirse las condiciones (2) y (3) tiene 
lugar la estimación 


(du — Ao, ¿—0) > (Rlu— 0), u—D), y = 
=e,>0. (16) 


Mostremos ahora, que para cualesquiera u, v € H es cierta 
la estimación 


(RA (Au — Av), Au — Ad) < y, (4u — Av, u —0), (17) 


donde Ys = Ca (1 + c,), si se cumplen las condiciones 


1 
La [Ha (E, Dor Pi) —Kg (2, o 90) 


XÁ Ca 22 LA (E, Pos py—ko (T, Lo, q1)) (Pa — a)» (18) 


lo (Po) — Aa (901 < €2 a (Pa) — Ya (g0)l (Po — 9o)- 


Realmente, para la demostración do (17) es suficiente obte- 
ner la estimación 


(Au — Av, 2)? < ye (Au — Av, u — 0) (Az, z), (19) 


para cualesquiera u, vd, z€ H. Entonces, poniendo aqui 
¿ = RAR! (Au — Av), tendremos (17). Designemos: 


be 


Po=Po=U;, do = 40 =04, So =80=2;, 
P¿=Ug, ss PAS UG po 91 Oe ys USO 


$1=2x, 1) $ =2%, jr 
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Utilizando la definición del operador A y las fórmulas 
de sumación por partes, obtenemos 


(Au— Av, 232 =(Av—Au, 2)?= 


1 
0 (1, y (lo (e, Po» Py —Ka (z, do 91)1, Saju- + 


a—=0 


1 
Ty y (Lo (ds Po» Ps) ho E dos q1)), Sajur + 


Q=0 
+ 1%, (Por )— Xy (qo)] So li=p + [90 (20) — %o (00)] So li=0 y 


Utilizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovsky halla- 
remos sucesivamento 


1 
(dudo, 22 [a Y) (IAE Por PA) 
— Ku, (x, Tor q1314, 10,2 (sá, 1), Al 
1 a | E y 
+! 2 ([éco (7, Por Pr — Ka (ZE, us QU, LJ x 
== 


ls MÍ + [41 (Po) — 4: (0)180 lli=w + 
+ [Aa (Po) — Xo (1o)1 So li=01*< 


Si 
<a 2 q (AZ, Por Pi) — Ho (2, dos q)12, Do-+ 


1 a po pa — 
+4 2 ([Ey (T, Po Py—ka(%, do 411, Du + 


+(x; (Po) UN Y (go) =N + ÍA (Po) — 
1 pa pa 
cae o (do) li=0) (M2 [Só 1D- + (sz, Du+rI+8) | i=n +S0li0)- 
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Teniendo en cuenta, que es cierta la igualdad 
1 
(Au— Av, u—0)=1, Y) (lka (2, Po pi) 
a=0 


—ko (2, o 1 iPod» La + 
1 
+1 »yS ([%., (x, Po» Py) —*Kko (x, do» q4)] X 


0t=0 


X (Pa — da), Dor + lx, (Po) — Ay (90) X 
X (Do —Godli=n + [xo (Po) — %o (9031 (Po — To) | izo, 


y también que en virtud de (12), (14) y de las notaciones 
introducidas 


1 
La 21 M5, Do-+ (52 D)o9] +9ólin + SÚlio = 


+ (21 Do-l+ 2034-29 (2%, 1)425, Dor + 

LN 3N + z4 <(1 A Cs) (Az, z), 

obtendvemos la estimación (19), si se cumplen las condicio- 
nos (18) La afirmación está demostrada. 

2. Método de iteración simple. Examinemos aliora los 

métodos iterativos de resolución del esquema de diferencias 

no lineal (4) construido. Supongamos primeramente que se 
cumplen las condiciones (2), (9) y (18). 

Para resolver las ecuaciones (4) utilizaremos el método 

implícito de iteración simple 
BÁTE + Ayu =f, k=0, ld, ..., Yyo€H, (20) 
donde A =— A, B=kR y el operador ¿e está definido más 


arriba. De (20) se sigue, que para encontrar Ya+, siendo 
prefijada y, se exige resolver la ecuación lineal 


BYr+r =P. P= BYrn — TÍAYA — $) 
ó en forma detallada 
—Yn a (1 — 1) q CYuqa (0) — Ynga e + 1) = Añp (a), 
ISI<N —1, 
CYn+a (0) — 2Yn.41 (1) = h%p (0), ¿=0, 
) 


—2Ya+ (NV — 4) + Yaya (W) = BGN),  i=N, 


7] 
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donde e = 2 + A? Ya que e > 2, entonces el problema de 
contorno de diferencias puede ser resuelto por el método de 
factorización monótona con un gasto de O (NY) operaciones 
aritméticas. 

Queda por indicar el valor del parámetro iterativo T 
y estimar el número de iteraciones exigidas. Puesto que son 
cumplidas las condiciones (2), (3) y (18), tienen lugar las 
estimaciones (16) y (17), las cuales se puedon escribir en 
la forma 


(Au — Av, uy —0) > Y, (B (u —0), u—v), y =c,>0, 
(B2 (Au — Av), Au — AD) < y, (Au — Av, u — v), 
Y =c (1 +c), (21) 


donde c, está dado en (2), e, en (18) y c, en (12). 

Como el operador A es autoconjugado y definido posi- 
tivo, entonces investigaremos la convergencia del método 
(20) en el espacio energético H y, donde D = B. Para la 
elección indicada del operador D las desigualdades (21) 
coinciden con las desigualdades (4) y (5). Por eso para elegir 
ol parámetro iterativo t es posible utilizar el teorema 4. 
Obtendremos que para T = 1fy, == 1/(c, (1 + c,)) el método 
iterativo (20) converge en A p, y para el error es cierta la 
estimación y, —u lla <p” llyo — Ulla, p =V1 — E, 
E = y y, con cualquier aproximación inicial yo. 

Así pues, si se cumplen las condiciones (2), (3), (18), 
entonces el método iterativo de iteración simple (20) con 
ol valor indicado del parámetro T permite obtener la solu- 
ción del esquema de diferencias (4) con una exactitud e 
por n=>ñ,(e) iteraciones, donde 
no (e) = e ES ¿Ine 
np 1 

q (1 ca (144) ) 
Ya que las constantes £,, Cg y ec, no dependen del paso Rh 
de la red, entonces el número de iteraciones ny (e) depende 
sólo de e y no cambia con la reducción de la red. 

Examinemos ahora el método iterativo (20) bajo la 
suposición de que se cumplen (6) y (7) para las derivadas 
lap = OKalÓPa Y 0a = 0% /0Po. y también las condiciones 
de simetría (9). Entonces para la derivada de Gato del 
operador A serán válidas las desigualdades (15), las cuales 
en virtud de la elección B = R se- pueden escribir en la forma 


v(By, y <A WDy y <v. (By, y, v ye H, (22) 
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donde Y, =C,, Ya = Ca E Calas Cq, Ca Y Cg están definidas 
en (6), (7), y e, en (12). 

Sea D = B. Entonces el operador DB-14' (v) = A' (v) 
en virtud del lema 4 será autoconjugado en ff, y, por consi- 
guiente, se cumplen las condiciones del teorema 2, y las 
desigualdades (22) coinciden con las desigualdades (14). 
Por lo tanto el parámetro 7 en el esquema (20) se debo tomar 
igual a T = To = 2/(y, + yz). Con esto para el error y, — u 
y para el número de iteraciones serán válidas las estimaciones 


5 1i— 
llUn all <oR yo —ull, po=E > 


E= > , R>=Np(8) =1n e/lo pp. 


61 
Ca + Cg3C4 


Aquí, al igual que para el método interior, el número de 
iteraciones no depende del paso A de la red. Para el operador 
B elegido en virtud de la primera fórmula de Green de dife- 
rencias tendromos las siguientes representaciones para la 
norma || z ||): 


llzlléb=(3, 2) +(% Dor, 


Nosotros examinamos los métodos de resolución del 
esquema de diferencias no lineal que aproxima una ecuación: 
cuasilineal unidimensional sobre una red uniforme. No 
representa trabajo transferir estos exámenes al caso de una 
red no uniforme arbitraria, y también a los esquemas do dife- 
rencias que aproximan los problemas de contorno fundamen- 
tales para una ecuación cuasilineal elíptica de segundo orden, 
en un rectángulo. 

3. Métodos iterativos para ecuaciones cuasilineales elíp- 
ticas en diferencias en un rectángulo. Para el rectángulo 
G=(0< 24 < la, a =41, 2) con frontera T' se exige 
hallar la solución de la ecuación 


2 

» 1) k € A Ou 2) 
Da NA 0 >? Ola 

m=1 


— ho (5, AN )= —Q (2), 2E6, (23) 
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que satisfaga las condiciones de contorno de tercer género 


du du 
lo, (5, U, ETE a) = Hao (x, u)— E. y, (2), Py =0. 


du du 
— kg (2, u, ao ]= (24) 


= Arg (€, 1) —8 40 (2), La =la a=4, 2. 


Supongamos, como en el caso unidimensional, que son cum- 
plidas las condiciones siguientes, Las funciones k, (x, p) 
Y Yo (1, Pa) son continuas respecto de p = (Po, Pi, Po) 
Y Po Y, además 


2 
24, a (sp) — Ra (2, Dl Pa — da) EC 2 (Da — Ya), 
2 


2 Uta (2, p)— Kg (7. NS 


I 


2 
< Cz 2i Ma (5, p)—kolxe, ql (Po — la)» 


Eo (E, Po) — Aza (9012 <C2 [a (, Po) — Ata (90)] < 
X (Do — 4o), e 2; 
donde ec, >0 y cg 7>0, x € GCGylellgal|<oo. 


ad 


Introduzcamos en la región G la red rectangular uniforme 
w = (21, =(ihy, hp), 0<i<N, 0<j<NV» 
hNo=l a=1, 2) | 


El esquema de diferencias más simple, correspondiente al 
problema (23), (24), Cieno la forma 


Ay —= —, Te o, (25) 
A=A,+ Ay f=0Q+ 2q,/h, + 2q2/ha, 
donde 


E-a (2), Ze =0, 
Pa (1) = O, Pa Eta <Wla— Ras 
Eta (2), La Lo, 0% Laa < lama. 


y los operadores A,, a = 1, 2, están definidos mediante las 
fórmulas: 
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1) para Reg XÚ Lp < En — Re tenemos 
Ay =1/2([%4 (2, y, Va Yz,)! Xq Y [Ka (E, Y, Yx,o Ysdhz, 


— 1/4 [ko (L, Y, Y Ya) Ho (x, Ys Ys Yx¿31, 
EE AA 


la 
May > =_ [Veo (%, y, yz: Y) + le o, (x, Ys Yísr Yx,)] E 
—1/2k, (zx, Y, Yoo Un) a (zx, y), L q, =0; 


Ayy = — 5 Ha (2, Y, Yz Y) + Ho CI 


— 
— 1/2 (y (zx, Y, Vx: Ya) FT da (x, y), Za = ba; 
2) para xg=0 tenemos 
May = lla (Z, Ys Ys Ys) lz, —1/2g (E, Y, Yu Yx,) 


siendo 2¿<2.¿<la— ha; 


2 
Aoyy == Fa (2, Y, Yo, Yx.) — Lo (x, Y, Ya, Yo) — 
2, 
— Ta Ha [E y) 
siendo z, = 0; 
2 lu 2 
Ay = — 7 Ka (Z, Y, Ya, Us») — yz ra (x, Y), Ta= la; 
3) para .xg = lp tenemos 
Ay =[kKa (5, Y, Yz» Yz Ye, — 129 (2, Y, Yz> Y5,) 
siendo hy XX Za <la—ha, 
2 +1 2 
May = yz Eo “lx, Y, Y, yz) hs a (z, y), Zo =0; 


2 
Any = a (zu, Y, Y YE Yz,) paa 


— Mob, Ys Yap 05) 3 ra (Z, Y) 
siendo Zy = la. 
Aquí fp =3—a, a =41, 2 y son utilizadas las nota- 
cionos 
+4, 
ky (x, Y, Ye,» Yz,) L,¡= 
=k, CA $ y li + Ll m), Ya, (+ 1, 7), Yo (+1, J), 
y también notaciones análogas para kh y kgla, | 
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En el espacio 4 de las funciones reticulares definidas 
sobre wm, determinaremos el producto escalar 


Ni Ns 
19)=2 Y MD, pol, y, 
¡Ras I<K<N,—1, 
Ba (0) =1 Ñ A 
O, Ra, k=0, Ñ a 
y los operadores A == —Ag, a =41, 2, A=4,+4s, 
R == R, +4 Ro, donde 
2 
[— ¿bag E 28 £,=0, 
Hay = Hi, RaWLaWla— har 
Ta 


[Le +0 yla at, 2 


y 0< xp < lp. Entonces el esquema de diferencias (20) se 
escribe en la forma de la ecuación operacional 


Au=f (26) 


con el operador no lineal A. 
Utilizando las suposiciones hechas más arriba con res- 


pecto a los coeficientes ky (x, Pp) Y Uva (Po), al igual que 
en el caso unidimensional, obtendremos que tienen lugar 
las desigualdades (16) y (17), donde c, es la constante de la 


desigualdad , 
Ñ Bo (p) 1y2(0, DEN, DH 
+ MOE 0+96, Nl< 
<e ¡2 pa Pl DADA 
+ Y Y haha (1) YE, (E. DA 
MM 
PL AC 


Mostremos, que 


ca=V2(164+13/(1 Y 32 FB), 1=mín(l,, lo). (28) 
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En efecto, de la desigualdad (36) del lema 15 del capí- 
tulo V para e = Y 2 ubtenemos 


| j (16+41p Y 2 
An 2 AA 
y2(0, Ey (W,, )< VEZ Xx 


N, N, 
x| 3 hayz, (2, J) + ta S Ry (¿) y (i, j) |. 
i=1 ¿0 


Señalemos que si aquí cambiamos l, por ¿, entonces la desi- 
gualdad sólo se fortalece. Multipliguemos ahora los primero 
y segundo miembros de la desigualdad obtenida por fa (7) 
y sumemos respecto de j desde O hasta N,. Tendremos 


N, 
Y ñer(1) [42 (0, P+Hy Ny, 71< 
ds ÑN, ÑN, 
<al/ 2) huñio (3) y (e, 4) + 
N, N, 


+Y 2 pa P(, prim, (9 


donde c, está definida en (28). Análogamonte hallaremos 
Ni 
o Ri, (0) 19 (E, 0) +y2(8, Nal< 


Ni, N, 
<=C4 2 > fi, (1) lio Yz, (i, + 
i= I= 


Ni NN, 
+* 2, ¿Zo y(, pñ,0)t(pl. (30) 


Adicionando (29) y (30), obtendremos la desigualdad (27). 

Para resolver la ecuación (26) se puede aprovechar el 
método implícito de iteración simple (20), donde B=R 
y T= Aly, = 1 (ca, (1 + <c,)). Entonces en virtud del teo- 
rema 1 el método iterativo (20) convergerá en Hg y para el 
error será cierta la estimación | 


lYn — ue lla < e” llyo —u llo p=V1-—E, 
E= YY. = Cy/(Ca (1 + c,)). 


Por lo tanto, el número de iteraciones nr, (e), que se deben 
cumplir para alcanzar una exactitud relativa e, no dependorá 
del número de nodos de la red «. 
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Para encontrar y,.,, tenemos cl problema 
RYiri =D) == Ry, — T(AYa — $). 


Ya que el operador ft corresponde al segundo problema de 
contorno para una ocuación en diferencias con coeficientes 
constantes, entonces el problema indicado puede ser resuelto 
por los métodos directos, descritos en los capitulos 1 y IV, 
con un gasto de O (NV? logz N) operaciones aritméticas (N, = 
= Na = N =2”). Si las funciones k, (2, P) Y Xza (1, Po) 
son diferonciables, entonces el operador A tieno derivada de 
Gato, la cual es un operador autoconjugado en HH, si se 
cumplen las condiciones 


Gapl[2, P)=Gp0 (2, P), a, P=0, 1, 2, (31) 


donde tag (2, p=EEA Se puede mostrar, que si 
además de (31) se cumplen las condiciones 


2 


y) 2 
Cy DA En < 2 aplz, p) ELEp<C2 ya En € >0, 
a= A, fi=0 a=0 


9% soy (z, Pa) 
0Po 
entonces son ciertas las desigualdades (15), donde y, = £,, 
Ya = €2 + Co; mientras que c, está definido en (28). £nton- 
ces on ol método iterativo (20) con £ = R el parámetro Y 
se puede tomar igual a To = 21(y, + ya). En virtud del 

teorema 4 para el error será cierta la estimación 


yn — Uta < PR ll Yo —U ln Po= (1 — 8/1 + 3), 
5 = vi/Yo. 


Supongamos que ahora se exige hallar la solución del 
primer problema de contorno en un rectángulo € 


0< <ÁCg, a=1, 2, 


0 ón Ou 
1 dq, ko (5 és dx, ? 0x3 )- 


du du 
en a) =9 (0) 266, (82) 


u()=0, zer, 


—ko(x, u 
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Supongamos que las funciones /., (x, p) son continuas res- 
pecto a p = (Po, Pi» Pe) y que se cumplen Jas condiciones 


2 


El [o (Y, Pp—ka (x, 9)) (Po — Ya) Cy y (Pa — da), 
dE (x, p) —=kolz, q) (20 — idad (99) 
E [E, (2, pp—ko (2, RS e) o] Deo (zu, p)—ka(z, a) x 


X (Pa — Ga), 


donde e, >0, £, >0 parax€G y ]pl ]|q]|<oo. 
Al problema (32) sobre la red rectangular uniforme 


wm =w Uy, introducida anteriormente, le pondremos en 
correspondencia el esquema de diferencias 


Ay=-—f/ 2€0,y(4)=0, Ey, (34) 
donde f = q, y el operador en diferencias Á está definido: 
de la forma siguionte: 

Ay =A—y='* Xt, (2, Y, Yz > Yi) le, + 
HI (A, Ys Yes Ya) Hlto (e, Y, Yz > Yz) le, + 
+lk2(x, Ys Ys Yn,)lz, — Ko (1, y, Y Yz,) — 
—ko(Z, Y, Yu, Yx,))- 
Mostremos otras dos posibles aproximaciones: 
Ay=NMy ='Y (lky (2, Y, Yo Ya) lar + 
+lk (0, Y Yao Yo) + la la, Y, Yoo Yz Met 
HlA2(L, Ys Yz > Yaa)lz — ho (%, Ys Yz > Yu) — 
— ko ki, Ya Yao U5)) 
y A="LIE+x) 
Para el ejemplo dado ¿f es el espacio de las funciones 


reticulares definidas sobre «w, en el cial el producto escalar 
está definido por la fórmula | 


Ni -1 Ns-1 
A 1 o “ . a O 
uu, 2)= Y Y Maa Jo (ED). 
1= J= 
Si en las ccuaciones del esquema (34) ponemos y |, = 0, 
obtendremos el esquema de diferencias Ay = —f. Definiendo 
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el operador A = —AÁ, escribamos el esquema obienido en la 
forma de la ecuación operacional (26) en el espacio ¿f. 

Utilizando las condiciones (33), obtendremos para todas 
las tres aproximaciones que el operador A satisiace las de- 
sigualdades (16) y (17): 


(Au — Av, yu —0) > y, (1 (u —0), u—0), y =cc,>0U 
(RA (Au — Av), Au — Av) < yy (Au — Av, Uu — v), 

Ya = € (1 + c4), 

eno 


¿== , $ 7 son? e A son? H4a 


EA 2 Y , 

y el o A o add al operador do Laplace en 
ai Ry = — Ry, y) =4() para Ew y y(a=)=0 
para TÉ y, Ru =U4, FU 

Para resolver la ecuación (26) utilicemos el método de 


iteración simple (20) con B = R y 7 = 1fy2. En virtud del 
teorema 1 tendremos la estimación 


yn —u lle<=p" lyo—u lle, p=V 1—é E=v/y. 

Como antes, para resolver la ecuación Ryx+, = Ryp — 
— 7T (Ay, — f) se pueden utilizar los métodos directos de 
reducción completa o de separación de variables, propuestos 
en los capítulos II1 y [V. 

4. Métodos iterativos para ecuaciones débiimcute no 
lineales. En el rectángulo G=(0<2:4< la a =1, 2) 
examinaremos la ecuación elíptica de segundo orden 
débilmente no lineal 


ys 9? 2) . 
Lu= or > q)= =0, EG (85) 


con las condiciones de contorno de primer género 
u(x) =0, xeEl. (36) 
La ro linealidad débil de la ecuación (350) significa que la 


función kg (£, Po, Pi» Pa) está definida para € G y |pol, 
IP l, ]|p. |< 00, es continua respecto a z para Po, P, 
y Py fijos, y también existen las derivadas de la función 
Ko (%, Por Pi Pa) POr Po, P1 Y Pa, las cuales satisfacen las 
coniliciones 


> 2>0, q [SM, a=4, 2. (37) 
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Sobre la red rectangular uniforme w = 0 Uy, introduci- 
da anteriormente, el esquema de diferencias correspondiente 
al problema (35), (36) tiene la forma 

Ay=0, zEo, y (1) =0, zEy, (38) 

Ay=%4%yYy —Malko(T, Ys Yz» Ya) Hko(L, Yo Yuso Yzl, 
donde Ry=Yz. tYzox es el operador de Laplace de 
diferencias. 


Definamos ahora el operador de diferencias A” (4), depen- 
diente de y 
No) y=RY — Lala (z, Ys Vzs Vz)Yz + 
+ 801 (z, D, Ux,s Dx,) Ya, — Go (z, Dv, Y 20? vo 2) Yz + 


+ Gg(L, O, Vx, Dx, Yo, “+ (go (3, Y, Y z,? vz) ES 


+ loo (L, Y, Vx, Dxa)) yl, 


donde 
0 , Pos Pr» 
oa (x, Po» Pi» Pa) 2 to (2 Ja Pa pa =0, 1, 2. 


En el espacio A de las funciones reticulares prefijadas sobre 
cw definiremos los operadores: 


Ay=—Ay, By=—4y, A (Uy=—A' (DY, 
donde 
y (x=) =y (0), v (a) =v (2) para zé0 


y (x)=0, y (x)=0 para z€Ey. 


Ll operador 4” (uv) es la derivada de Gato del operador A. 
Utilizando estas notaciones, escribamos el esquema de dife- 
rencias en la forma de la ecuación operacional (26). 

Si ko (2, Po, Py Pa) no depende de p, y Pa, €s decir 


Ko (E, Por Pry Pa) = Lo (2, Po), 
entonces 
Gor (2, P) = Go (x, p) =0. 


En esie caso el operador 4” (v) es autoconjugado en ¿, 
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Utilizando la estimación por debajo para el operador de 
diferencias (—.%) 
(PY, Y = — Una TY HAY, Y), 
donde 
_ 4 o sd 8 
Ó = 77 Sent E 7 7 sent ESA > 


las condiciones pea para Af =0 y las igualdades 


— (A (0) Y, Y)= —(2y, Y + (aa (z, 0)y, y), 
obtendromos 
Y By, y) S A (0) y, y) < va (Ry, y), 
donde 
Y=41t, ya =1 + cs/6. 
Por consiguiente, si para el caso «autoconjugado» exami- 
nado se utiliza el método iterativo (20) con Bb =D =R 


y T= Tp. = 2(y, e va), entonces en virtud dej teorema 2 
para el error será cierta la estimación 


[| Y, —U ls < e [| Y — U la, 
Po = (1 — EME) E= yy. 


El operador 2? en el esquema (20) se puede invertir por uno 
de Jos métodos directos. 


Capítulo 
XIV 


Ejemplos de resolución de 
ecuaciones elípticas reticulares 


En cl $ 1 se examinan algunos procedimientos para construir es- 
quemas iterativos implícitos, en particular, basados en la separación 
de un regulador. En el $ 2 se exponen los métodos directos e iterativos 
para resolver los problemas de diferencias en el caso multidimensional. 
Se examina el método iterativo de resolución del tercer problema de 
contorno para una ecuación elíptica con derivadas mixtas sobre el 
rectángulo. El 3 3 cstá dedicado a los métodos de resolución de siste- 
mas de ecuaciones elípticas. Los métodos encaminados a resolver el 
problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson en 
la región de forma compuesta, los cuales se basan en reducir el problema 
inicial a una serie de problemas resolubles en un rectángulo, vienen 
trazados en el $ 4. 


S 1, Métodos de construcción de esquemas 
iterativos implícitos 


1. Principio de regularización en la teoría gencral de 
los métodos iterativos. En los capítulos V1-—-VITT, XII y 
X TIT fue expuesta la teoría genoral do los métodos iterativos, 
utilizados para la resolución de la ecuación operacional 


Au = f. (1) 


En la teoría general de los métodos iterativos nosotros 
no utilizamos la estructura concreta de los operadores del 
esquoma iterativo, o sca, la teoría utiliza el mínimo de in- 
formación de carácter funcional goneral con respecto a los 
operadores. Esto permite indicar (para los operadores fijos 
dol esquema) los principios generales de construcción de los 
métodos iterativos optimales. Por ejemplo, si los operadores 
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A y B del esquema iterativo de dos capas 


BARA Ayy =P, k=0,4, ..., YEH (2) 
Th+1 
satisfacen las condiciones 
B=B*>0 4A=A*>0, (3) 
YBEAS< YB, y >0, (4) 


entonces el conjunto de los parámetros iterativos de Chebie 
shev Tj: 


o. : AA SS 
=> MEM 
=[—cos AZ, 1<i<n), 1<k<n, 
donde 
A 2 _1—E Y 
Us Y. 4- Ye ? Po= 1345?” S Ya 
es el mejor. 


Por cuáles instrucciones debemos guiarnos al elegir el 
operador B? En el $ 3 del capítulo V se señaló, que la elec- 
ción de A debe ser subordinada a dos requisitos: 1) al asegu- 
ramiento de la más rápida convergencia del método; 2) al 
rendimiento económico en la inversión de este operador. 

Para el ejemplo dado más arriba la primera exigencia se 
cumple, si la energía del operador B será proxima a la ener- 
gía del operador A, es decir,Ysi en las desigualdades (4) 
Y, Y Yo serán cercanas. Para satisfacer la segunda exigencia, 
es necesario entre los operadores B cercanos por la energía 
al operador 4 elegir el operador más fácilmente inversible. 

¿Cómo construir operadores fácilmente inversibles? Es 
obvio, que si B*, B?, ..., BP gon los operadores fácilmente 
inversibles, entonces el operador producto B= BB? ... 
. . - BP, también es fácilmente inversible. 

Señalemos que, a diferencia de los factores, el propio 
operador B puede tener una estructura compleja. Por ejem- 
plo, sea B%=E + 0oR,, a =1, 2, donde R, es el ope- 
rador correspondiente al operador de diferencias (—.R.): 
RoY = Yi, 2 = 1, 2. Al operador Ba le corresponde un 
operador de diferencias tripuntual, que se invierte por el 
método de"factorización econ un gasto del número de opera- 
ciones aritméticas, proporcional al número de incógnitas 
en el problema. El operador $ = B*B* tiene un modelo 
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nonapuntual y a él le corresponde el operador de diferen- 
cias 4H: 


2 
Py=Yy=0 Y Va TO Ve 


La complejidad de la estructura del operador K£ permite 
aumentar el cociente E = y;¡fya, lo que conduce al aumento 
de la velocidad de convergencia del método iterativo. 

Al construir el operador 3 se puede partir de un cierto 
operador R=R*>>0 (regularizador), energéticamente 
equivalente a A y B: 


AREAGCA, ct >0,>0, (5) 
0 o o o 
11B <R<vYB, 7.11 >0. (6) 
Entonces son válidas las desigualdades (4) con las cons” 
o Ó 
tantes y =€1 Y, Y Yo =Cz2Pz2, al mismo tiempo 


E= Yiye =(c,/c)E, E= vivo. 

¿En qué consiste el sentido de introducción del regula- 
rizador R? Para los problemas de contorno elípticos reticu- 
lares el operador R se elige, generalmente, de manera tal, 
que las constantes c, y €, en las desigualdades (5) no depen- 
den de los parámetros de la red (del número de nodos de la 
red). Por ejemplo, si el operador A corresponde al operador 
de diferencias de coeficientes variables 


Ay =(01Yz Ja, + (U2Yz de) 0010 <ÚCz, 


definido sobre la red uniforme w=(x,,=(ih,, Jho), 0< 
<i<N, 05]<N>; hNo=!lz a=1, 2), introducida 
en el rectangulo G=(0<2,<l,, a=1, 2), de manera. 


que Ay= —Ay, donde y(x)=y(x%) para z€w y y(x)=0 
para 7€y, entonces en calidad de R se puede tomar el 
operador correspondiente al operador de Laplace de dife- 


rencia Ay=(R,+.Ro)y= RA Ry== — Ry, donde 
los operadores %,, están definidos más arriba, 
Empleando las fórmulas de Green de diferencias, €s fácil 
mostrar (véase el punto 8 del $ 2 del cap. V) que los opera- 
dores A y B son autoconjugados en H y se cumplen tas desi- 
gualdades (5). Aquí H es el espacio de las funciones reticu- 
lares definidas sobreYo, en el cual el producto escalar se 


define por la fórmula (u, v) = Y u (x) v (zx) hiho. 
1 
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Supongamos ahorá que el operador Á corresponde al 
optrador elíptico de diferencias que contiene derivadas 
mixtas 


2 
07 = A 
Ay — eL 0,0 [(astz dx, | FapYzyz, lo 


y que se ió: las condiciones de elipticidad fuerte: 


2 
€ Y Es <Á y ¡Pap kz) Susa <= Ca 2 dm) 040. 
Tomaremos en hc do o c) operador R defí- 
nido más arriba. En el punto 8 del $ 2 del capítulo Y fue 
mostrado, que para los operadores dl y HR examinados han 
sido cumplidas las desigualdades (5). 
Citemos obro ejemplo. Supongamos que el operador A 
corresponde al operador de Laplace de diferencias de orden 
de exactitud elevado 


hi ni 


Ay = Un TU e U> 


XIX * 


Mostremos que si en calidad de operador ¿ se elige el opera- 
dor indicado más arriba, enloncos son válidas las desigualda- 
des (5) con las constantes c, = 2/3 y c, = 1. 

Realmento, utilizando Ja primera corola de Green do di- 
ferencias y la igualdad Ya oz. = Yaiza) Válida para las 


funciones reticulares, definidas sobre la red rectangular 0, 
obtendremos 


o . o o ido Ñ 
—(Ay, y) =(Y2, 1)+ (14, Mo 


2 (y Vaz» Diz 
(7) 
(Ry, Y = (e, +, Da. 
Aquí está designado que 
N, N3-1 


(u, 1), 2 2 Y (i, po dt, 7) hyho, 


Ni N, 
(1, y = 2 Qu (7 )v (t, 7) hiho. 
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De (7) se deduco la estimación A < R, es decir en (9) e, == 1. 
Luego, teniendo en cuenta que yz (1) =0 para x, =0, 
hy Yz, = 0 para 7. =0, !,, del lema 12 del capitulo Y: 


a 


obtenemos la estimación 


Uta, De <p UL) De (8) 
y de manera análoga 

o 4 o 

(UE, , 9 =(% xr? Dia <q (z, , Lo, (9) 


Multiplicando (8) por 423/12, y (9), por h?/12 y sumando las 
desigualdades obtenidas, tendremos 


A Di <I> Di, Ma. 


De aquí y de (7) se sigue la estimación A > 2R./3. La afir- 
mación ostá demostrada. 

Los ejemplos examinados muestran, que para diferentes 
operadores A en calidad de regularizador puode ser elegido: 
un mismo operador R. Por lo tanto el problema de construir 
un operador 3 para un esquema iterativo implícito se simpli- 
fica. El operador 2 se construye a partir de la condición de 
cercanía por la energía al regularizador R.. La clase de los 
regularizadores es esencialmente más estrecha que la clase 
que contiene los operadores A. Si el operador B ya ha sido 


elerido y, por consiguiente, las constantes Y, y Y. en las; 
desigualdades (6) han sido halladas, entonces para cada 
operador concreto Á quedan por hallar únicamento las 
constantes e, y c, en las desigualdades (5). 

La dificultad principal al emplear un regularizador se 


traslada a la obtención de las estimaciones de y, y Yo. Muy 
frecuentemente el operador 2 tiene una forma factorizada, 
y al mismo tiempo los factores dependen de ciertos pará- 
metros iterativos. Por eso mismo prefija la familia de los, 
operadoros 32 de una estructura determinada, caracterizada 
por los parámetros indicados. Estos parámetros conviene 


elegir de la condición de máximo de €. Algunos ejemplos, 
en los cuales se estudian operadores factorizados, serán 
examinados en el punto siguiente. Aquí señalemos que en 
calid ad de operador HB a vecos se puede tomar el regularizador 


R Ca 7 Ya = 1). 
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2. Esquemas itorativos del operadór factorizado. En el 
punto 1 fue ilustrado ol principio de regularización mediante 
el ejemplo de un operador autoconjugado A. En este caso 
las desigualdades (4) son un corolario de las desigualdades 


(5) y (6). 

En el capítulo VI fue mostrado, que si el operador A no 
es autoconjugado en H, y el espacio energético A y está 
generado por el operador autoconjugado y definido positi- 
vo D, donde D es o bien B, 6 A*B-14, entonces las desigual- 
dades (4) se deben cambiar por las desigualdades 


Yi (Bz, zx) < (Az, z), (BlAz, Ax) < Ya (Az, zx), 

y >0 (10) 
ó por las desigualdades 

YBSLAS<YB, (BA, Ayo) < y3 (Bz, £), 

y, > 0, (11) 
donde A, = 0,5 (A — A*) es la parte no autoconjugada del 
operador A. Sea el operador B =B*'>0 construido, 
partiendo del regularizador R, y supongamos que son cum- 
plidas las desigualdades (6). Luego, si el operador R satis- 
face las condiciones 

cy (Rx, 1) <(Azx, 2), (RAAz, Ad <c, (Az, 2), 

1 >0, (105 
entonces tienen lugar las desigualdades (10) con las cons- 


tantes y, = Cr Po Cove 
En efecto, del lema 9 del capítulo V y de la desigualdad 


(6) se desprende, que son ciertas las desigualdades py R7 HS 
< BAS y,R”*. De aquí obtenemos 


(B1Ax, ADS Y, (RIAL, Arico y(Az, 1). 


Análogamente se demuestra, que si el operador R satisface 
las condiciones 
CALA S<CR, (RTA,x, Ao) < cc? (Rx, x), (147) 
£1 > O, 
entonces son ciertas las desigualdades (11) con las constan- 
tes 


Y1  CrY1s Ye = CoaYa Y Ys = CgY3- 
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De esta forma, también en ol caso de un operador no 
autoconjugado Á es necesario poder obtener estimados para 
[») O 


los y, y Ye, que entran en las desigualdades (6). 
Ocupémonos ahora de obtener las desigualdades (6) para 
los operadores autoconjugados R y B. Examinemos dos 
casos, 
1) El operador R está representado en forma de la suma 
R =R, +R, de los operadores R, y Ri, conjugados uno 
del otro: 


R,=R*, (12) 


de manera que (R,x, 1) == (Rar, 1) =0,5 (Rx, 1), € RH, 
y el operador B tiene la forma 


B=(E + oR)(E +R)), (13) 


donde w >> 0 es un parámotro. 

2) El operador R lo representamos en forma de la suma 
R=R+R2+>... + Rp, p > 2, de Jos operadores auto- 
conjugados y conmutables de dos en dos R¿, a =41, 2, .. 

. ., P, asi que 


Re == Ko R.Rp E RR o» 
ab=1,2...p (14) 


y el operador B está factorizado y tiene la forma 


B= Ñ (Eq OR a), (15) 


donde «w7>0 es un parámetro. 

En cada uno de los casos el operador B es autoconjugado 
en A. Subrayemos especialmente la universalidad de la 
elección del operador A en la forma (13), donde los opera- 
dores R, y Ro, satisfacen la condición (12). 

Nuestro problema consiste en la obtención de estimacio- 


nes para Y y Ya, contenidas en (6), y en la elección del pará- 
metro iterativo w de la"condición de”máximo de la relación 
o o .,0 

ES YY. 

Cada caso lo investigaremos por separado. El primer caso 
fue estudiado detalladamente en el capítulo X, dedicado al 
método alternativo triangular. Por eso "nos limitaremos aquí 
solamente a la formulación de los resultados. 
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TEOREMA 1. Sean cumplidas las condiciones (12) y en las 
desigualdades 


R>SE, (Rex, Ra) <G(Rz, 2), 8>0 (16) 


sean dadas las constantes 6 y A. Entonces para el valor óptimo 
del parámetro w = w, = 2/Y ÓA el operador B, definido 
por ta igualdad (13), satisface las desigualdades (6) con las 
constantes 
o 5 IAE. e 
Mv? "oa ya? 02 
Señalemos, que se puede oxaminar un tipo más general 
de operador / que (13), precisamonte: 


B=(D+ 0R)D (LD +0), 


donde Y = ¿Z* > 0, Del lema 1 del capítulo X se deduce, 
que el teorema 4 se mantiene válido; es necesario solamente 
cambiar (16) por las desigualdades siguientes: 


R>82, (Dix, Ry) <L (Re, 2), 


Aquí el operador Z juega el papel de un parámotro iterativo 
complementario. 

El operador $ es fácilmente inversible, por cjemplo, en 
el caso, cuando al operador R, le corresponde una matriz 
triangular inforior, a Rg¿ una matriz triangular superior, 
y a 4% una matriz diagonal. Si el operador R correspond6 
a un operador elíptico de diferencias, entonces las matrices 
triangulares indicadas tendrán en cada fila un número finito 
do elementos no nulos, el cual no depende del número de 
nodos de la red. Por eso la inversión de cada factor, que 
entra en el operador B, pueda ser realizada con el gasto de 
un número de operaciones proporcional al número de incóg- 
nitas en el problema. 

Examinemos ahora el segundo caso. 

TEOREMA 2, Supongamos que el operador B tiene la for- 
ma (15), se cumplen las condiciones (14) y están dadas las 
cotas de los operadores R,: 


SLESRASALE, Ea >0, a=1, 2, ..., p. 
Entonces para el valor óptimo del parámetro w 


0=w=2 A 
20 A Py 
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el operador B satisface las desigualdades (6) con las constuntes 


0 PA 2 PRQA—nm 9 
EA E CN TS 
donde 
ed E mi p ni/» 
0= mín da, ES Az» k=|-2, 107)» 


y lal es la parte entera del número a. 

En vista de lo voluminoso de la demostración nosotros no 
la citaremos. Señalemos únicamente que en virtud de las 
condiciones (14) el operador £3 es conmutable con los opera- 
dores RM, 4 =1,2, ..., P, y por eso 


o Blc 
Y = mín -1 a sn PYR l 
B<x, < 
ae || (40%) 
Q=1 
o 
A La" ... 
Yo = Máx ada are 
bo. <A 
2e5S || (1+4ora) 
om=1 


Señalemos unos casos particulares del teorema 2. Si 
p =2, entonces 
1 y z 26 
VER? CM (1 Y? 


Si p = 3, entonces 
A: AA 
VE TSya 


A A 


Para el caso p = 2 se pueden obtener las mejores estima-= 


k=2, Do 


ciones para Ya y Por introduciendo en el operador 
B=(E + 0) (£ + m¿1,) (17) 


dos parámetros w, Y W),, los cuales tienon en cuenta, que 
las cotas de los operadores /1, y R, son diferentes. Tiene 
lugar 


349 


TROREMA +, Supongamos que el operador B tiene la forma 
(17), se cumplen las condiciones 


Ro=Ri a =41,2  AR,=RA,, 
y están dadas las cotas de los vperadores H, y Ro: 

LEE Ra LEA, a0=1,2 6, +6, >0. 
Fintonces para los valores óptimos de los parámetros (0, Y Oy 
141 YM q AV 


E n= > 
se cumplen las desigualdades (6) con las constantes 
; 4Vn aa 2 (141) 


rr AA TE 


ES SN An 
“Ip +? PEAD > Td? MATTE? 


¿ay PEO (A — 64) hp Ar A2+Ó8, de 


_ 


(5,769) (4401) ” A1—Ó, 
Para la demostración del teorema realicemos un cambio, 
poniendo 


Ri=GR —=sENE-tR)"*, Ro=(rRo+sE) (E +1Ry" 


con los valores indicados para r, s y t. Se puede mostrar, 
que los operadores definidos de esta forma 


R,/=(R,+sE) (rE+ ¿Ry  Ri=(R,—sE)(rE —tR)”* 


satisfacen las condiciones R,= Ri, a=1, 2, R,R = 
= RR, y tienen las mismas cotas nE <R,¿<E, 1 >0, 


a.-=1, 2. Después, como los operadores E—¿R, y E+tR, 
gon autoconjugados y definidos positivos, entonces existen 


los operadores conmutativos (E-—ER,YP y (E+tRy. 
Pongamos 
2=(E-—tRy) (E+tRy” y 


Obtend remos 


(Bz, e) =(1—o0,5) (1+ 095) (By, y), (18) 

(Rr, 2)=(r—st) (Ry, y), (19) 
donde B=(E4+0R)ME+0R), R=R,+Ra, 

a War +! (20) 


De (20) hallaremos 


= O r—t (Mar +1 o Et) (0140) 
20 = 0: Es Fo (1 —0w015) (1 0) 


De aquí y de (18), (19) obtenemos 


(Re, lo (Ay y 
(Ba, DAFO (By, y)" (21) 


Utilizando el teorema 2, obtendremos, que para 


o=0w=1/Y 1 (22) 
tienen lugar las desigualdades 

vt(Ry, y) <By, y <v (By, y, (23) 
donde 

o 29 2 yatim 


E A No 


Por consiguiente, de (20) y (22) obtendremos los valoros 
óptimos para los parámetros w, y wa: 


VA y VA, 
MTY + 
y de (21) y (23) se deducen las desigualdades (6) con las 


constantes Ya y Yo indicadas en la formulación del teorema 3. 
El teorema 3 está demostrado. 
3. Procedimiento de inversión implícita del operador B 
(método bictápico). ión el punto 2 nosutros estudiamos un 
procedimiento para construir métodos iterativos implícitos 
que se caracteriza por lo que el operador B se prefija cons- 
tructivamente en la forma de un producto de operadores 
fácilmente inversibles. Examinemos otro método, en el 
cual la aproximación jterativa y; y, se encuentra como resul- 
tado de un procedimiento auxiliar el cual se puede inter- 
pretar como la inversión implícita de algún oporador 2. 
Recordemos, que la idea general do este procedimiento 
está examinada en el punto 4 del $ 3 del cap. V. En el punto 4 
del $ 1 del cap. X111 esto método se utilizó durante la cons- 
trucción del método iterativo do resolución de una ecua- 
ción con un operador no lineal A, Alí mismo fueron formula- 
das las condiciones que permiten obtener las estimaciones 


para Y y vo entrantes en las desigualdades (6). 
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Expongamos los resultados obtenidos. Supongamos qué 
la aproximación iterativa y»+1 se encuentra por la fórmula 
del esquema con corrección: Ya, = Ya — Tay 0P, y la co- 
rrección w” es una aproximación de la ecuación auxiliar 


Rw =Yp 5r.= Ay, —]. (24) 


Aquí £t es un regularizador que satisface las desigualdades 
(5) para el caso de un operador autoconjugado Á y satisface 
las desigualdades (10% 6 (114%) para A no autoconjugado. 

Supongamos que la ecuación (24) se resuelve con ayuda 
de algún esquema iterativo de dos capas, de manera que el 
Orror 2% =w" —w satislaga la ecuación 


¿m+l == na m —= O, 1, . . .3 Pp as 1, zo => w a Uy, 
donde Sm+, es el operador de transición de la m-ésima a la 


(m + 1)-ésima iteración. 
Eligiendo w = 0, de las igualdades 


Pp 
m=1 
w = Ria, 
tendremos 


wr = Br, donde B = R (E =S T,)7. 


Sustituyendo la expresión hallada para w" en (23), obtenemos 
el esquema ilerativo implícito (2) con el operador B indicado, 
TrorBma 4. 4. Sean cumplidas las condiciones 


R=Hhk*>0, TR=RT», Ufo la<q<1. 


Entonces el operador B = R (E —- Tn)? es autoconjugado 
y definido positivo en HH y son ciertas las desigualdades (6) 


con las constantes Y =1l-qQy y =1 +09. 

Para la demostración véase el lema 2 del capítulo XTUI. 

ONSERVAGION. Si los operadores R y T, son autoconjugados 
y conmutables y [| Pp || < q < 1, entonces son válidas las 
afirmaciones del teorema 4. 

Por el procedimiento descrito más arriba nosotros cons- 
truímos un esquema iterativo implícito de dos capas. Si 
partímos de las fórmulas 


Un+y = Añ+iYn (1 Te Ah +1) Vr — Tr +1%f +11, 
É =— 1, 2, ” o». .y 


Yi = Yo — TU, 
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y encontramos la corrección tf para cualquier k=0,1,.. 
como solución aproximada de la ecuación (24), entonces 


nosotros obtendremos el esquema iterativo implícito de 
tres capas 


Bu+a = On41 (8 — Tr+14) Yu + (1 — 041) Bna + 
+ Oti Tr+al, (25) 


By, = (B — TA) Yo + Tf. 


Como conclusión señalemos que los parámetros iterativos 
Th para el esquema (2) y T;, A para el esquema (25) se 
eligen de acuerdo a la teoría general de los métodos itera- 
tivos. Aquí aparece el problema de la elección de un número 
óptimo de iteraciones p para el proceso iterativo auxiliar. 
Expliquemos la situación. Supongamos para simplificar 
que el proceso auxiliar es estacionario (Sy == $), los ope- 
radores R y 5 autoconjugados y conmutables y se cumple la 
condición || S || <p. Entonces g = p”, es decir, 


= 1n q/In p. (26) 


Los operadores Á y B satisfacen las desigualdades (4) con 
las constantes 


Y=Cc(1—D, Ya =C2 (1 + q). 


Si los parámetros iterativos T;, en el esquema (2) son elegidos 
por las fórmulas del método de Chebishev, entonces para el 
número de iteraciones es cierta la estimación 

nn (2), no (e) = In (0,5€)/n Ol 
donde 


E E AR A PC A 


Entonces el número total de iteraciones k = pr se estima 
por la cantidad 


In0,58 ln p 
A EN , 
k => ko (2), Ko (8) E inp lo Pr (q) * 
De aquí se deduce que la magnitud q, la cual determina de 
acuerdo con (26), el número de iteraciones interiores, debe 
ser elegida de la condición de mínimo de la función y (q) = 


== 1n g/ln p, (q). Este problema puede ser resuelto numé- 
ricamente. 
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$ 2. Ejemplos des resolución dé los problemas 
de contorno elíplicos 


1. Métodos directos e iterativos. lixaminemos los méto- 
dos de resolución de los problemas multidimensionales de 
diferencias de contorno para las ecuaciones elípticas. Comen- 
zamos por el problema de Dirichlot para la ecuación de 
Poisson en un paralolepípedo rectangular p-dimensional 


G = (Ex <a, a =1, A p=3) 


Pp ». 
Lu = tu = —f (1), x= (%,, LB Lp) EG, (1) 


Ox? 
a=1 Wi 
u lx) =g (2), xe€r. 


En la red rectangular uniforme o=(x,=(th,, 


¿ph EC, OL EN q, haNa=la, 0=1, 2, ..., p 
al problema (1) le ponemos en correspondencia el problema 
de Dirichlet de diforencias 


p 
Ay = 2 Ay=-—G(2), zEb 
Q= 


y (2) =3 (x), TE y 
donde AlY=Yz . » 1<0a=<p. 


Para resolyer los problemas (2) hacemos uso del método 
de separación de variables. Lo mismo que en el caso de p = 2 
se puede mostrar que el problema de valores propios para 
el operador p-dimensional de Laplace de diferencias sobre 


la red 0 
Au+2ip=0, x€o, pí)=0, xE€y 


tiene la siguiente solución: 


(2) 


Pp 
Pr (Es, boy ...7 ip) = 11 1, (la), 


; e kata 
o cv cs o 
Hi o) o V ta o Na ” 


i<ki.<Va¿—1, Si Na, l<aSp, 


p : 
4 kgr 
Az —= y 7 son Na 1 he e (k,, lez, .. .) kp). 


E=l 


Las funciones uz (d1) da, - + +» ¿p) son ortonormalizadas en cl 
sentido del producto escalar 


Ni-1 N¿-1 Np-1 


u (is, las ...4 ip) X 
4 p==1 


Pp 
xv(in to)...» 39) Ll Ag: 
a==1 


Además, toda función reticular Y (¿,, de, - - », Ep) quo So anula 
en y, puedo ser representada en forma de la suma 


N, -1 N¿-1 


Dlbs, der -.. 1p)= y 7 


Ri=1 Rhy=1 
Nyp-1 


...o y ChyRa o . »Rp AM (t4, la, ...p(p en)» 
Rp=1 


donde los coeficientes de Fourier Ch,Pyr > oh p 30 determinan 
por la fórmula 


NMv-i Ni-1 Np-1 


Chiiga Rp 2 2 pa 2 Vlis, das «.., Ep) Xx 


1p==1] 5 
X poz (is, l2, E. ¿») 1] Ra. 


A fin de emplear el método de separación de variables, 
hay que reducir el problema (2) a un problema con condicio- 
nes homogéneas de frontera. Para eso es suficiente cambiar 
en los nodos de contorno el segundo miembro q (+) de la 
ecuación (2). Vamos a considerar que esto ha sido hecho y 
en la ecuación (2) la función g (x) es nula. 
La solución del problema 
P 
2 Y 


Y Vea, =P (2), 2E0, y(2)=0, 


EY (3) 
la buscaremos en forma de la suma 
Ni-1 Ni-1 
y bs 2Y .. o. E = ..n 
( y , p) RS AL 
Np-1 


O? Chia... hp (lgr dar + -> Ep)» (4) 
ht 
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Desarrollando el segundo miembro q (2) en una suma análoga, 
de (3) obtendremos que tienen lugar las igualdades 


Pets... : 
Chikip.. tp = A 1 EN a, 1<a<P, (5) 


donde Q»,»,...»p S0n los coeficientes de Fourier de la fun- 
ción p(x), los cuales se calculan mediante la fórmula 


Ni-1 N¿-3 N pi 
Pritiz. Mp = 2 DA en Y p (is, los e. .$ ¿p) 
tq==1 dyen1 ¿p=1 


Pp 
X Ha (dss des ..., ip) || Au. (86) 
06=1 


Asi pues, primero para 1 X< ka <Na — 1,1 <a <p 
se calculan los coeficientes de Fourier Ph, yoo o Ap luego por 
la fórmula (5) se hallan Ch,hyr « "hp Y POL último, para 1 < 
< la ENa —1, A <a <p, se determina la solución 
buscada y (is, da, - - -» ¿p) mediante la fórmula (4). 

Tomando en consideración la estructura de las funciones 
Pr (dz, da, - » »» ¿p), Se puede proponer el algoritmo siguiente: 

1) para 1< la = Na— 1, 2 <0 <p se calculan las 
sumas 


Pr, (la, gr... E) = 


Ny-1 
— P (E, la, ...3 ¿ son Há I<k <N14— 1, 
pP N; 
i=1 
2) sucesivamente, adoptando m=2, 3, ..., p="1, 


se calculan para 
iZ iL<Na—=1, m+1<X0o=<Xp 


y 1<kh<Ng=1 1<P<m-—1 
las sumas 


Phil... im mtto E is) sl 


Nm-1 » 
] ] TUmim 
= y Phitta» «Rm, (dd e... ..3 ¿n) SLU ES ESE 
im=1 


siendo 1 X km < Nm —Í, 
3) parai<ig<Nag—=1,1<P <p — 1 se determi- 
nan las sumas 
es diia sue pi 
E 1 2 E pip 
Chia " «Rp == An II “Na y Pra - . «Hp.s (2.,) sen Ny 
Qe f ¿p=1 
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siendo 1< hy, < Np-, y como resultado serán hallados 
(con exactitud hasta un factor) los coeficientes Ca, »,, Ro, 


4) para lA <k¿<Na—1, 2<PB=<p se calculan las 
sumas 
N-1 


Tue ta . 
Unoia. «hp (¿,) = Y c CkiRy. «- kp SON Na? 1<31t1<N,¡—1, 


hi1 


5) de una manera consecutiva, fijando m = 2, 3, .. 
O E Pd a o 
<Pb<pyi<i<N¿—A, l <a <m — 1 las sumas 
Uim+io «Rp yo la» A 
Nm-1 


Timnbm 
> Yin. «Rp (4, ...p in -1) sen —_—— Wo 
Rm=1 


cuando 1<3, <N, —1, 

6) para 1<i,.<N¿—1, 1<a<p-—1 so calculan las 
sumas 
Ya da...) dp)= 

Np=1 


¿ á a FU pt $ 
kp=1 


Ahora estimemos el número de operaciones aritinéticas 
que son necesarias para realizar ol algoritmo propuesto. Si 
No, = 2%, rn, > 1, entonces para calcular las sumas simples 
indicadas se puede utilizar el algoritmo do la transformación 
discreta rápida de Fourier, en el cual con el fin de calcular 
las sumas del] tipo siguiente 


N-i 
JUEL 
Y; = Y a, sen N ? 
k=1 


Í<i<¿N—1, V=2* 


so necesitan (véase el punto 2 del $ 4 del cap. IV) q = 

= (2N — 1) logo N — 3N + 3 operaciones aritméticas. De 
aquí se deduce que el número total de operaciones requerido 
para calcular todas las sumas indicadas en los puntos 1)... 6) 
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se estima por la magnitud 


p 
en (21087 N y —3 — E) X 


p | Pp 
x NiNa ...N 4 [| No 1082 ( ]] Ya). 


Qf==1 as=1 


SiN, =N¿=...= Ny = ÑN, ontonces Q = 4pN? loga N. 
Á esta € cantidad conviene añadir además las NP operaciones 
de multiplicación que se efectúan en el punto 3). 
- Notemos que para p == 2 el algorilmo construido aquí 
coincide con el algoritmo descrito cn el p. 2 del $ 2 del 
cap. IV. 

Supongamos que ahora es menester resolver una ecuación 
elíptica de coeficientes variables para. el problema de 
Dirichlot 


p 
Lu= ml ] 2) = +2), EG, 
Qui (7) 


ula)= g(r), xeEl. 


En la red rectangular uniforme 0, introducida arriba, 
construyamos ol problema do Dirichlet de diforencias (9), 
donde 


Ay = (4, (2) Yz ar Calo)= 
=ka (x) lx: ¿Et4,, 0,5), 1<H0a<p. 


Para la solución aproximada del problema (2) utilizare- 
mos el mélodo iterativo. Como siempre, reduzcamos el 
problema (2) a la ecuación operacional 


du =f (S) 


en el espacio de Hilbert A de las funciones reticulares, pre- 
fijadas en w, en el cual el producto escalar se define con 
ayuda de la fórmula 


Pp 
(u, v)= Y ute) (z) Ml Ra. 


Si se supone que los cooficientes k, (1) satisfacen las 
condiciones 


OCA AMS 22€, a=1,2,...p, (9) 
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entonces, aplicando las fórmulas de Greon de diferencias, 
se puede mostrar que tienen lugar las desigualdados 


ARALAR, e1>0 (10) 


donde el operador £i corresponde al operador de Laplace 
p-dimensional de diferencias (—-.9) 


p 
dy= Y y- 
Además, los operadores A y R son autoconjugados en JT. 


A fin de resolver las ecuaciones (8) emplearemos un es- 
quema iterativo implícito 


BBAA + Aya =Í, k=0, 4, .... YyEH (14) 


con el conjunto de Chebishev de parámetros 7, y el operador 
B = R. Para ol oporador indicado B el método coo dóS (14) 
con vergo cn H p, donde D esó bien 4,6 B,6 ABLA, y para 


e] número do iteracionos es válida la estimación n = ho (e), 
donde 


In O 5e _aA—YE e) 
NC 

A fin de encontrar Yg+1 es necesario resolver el problema 
de Dirichlet para la ecuación de Poisson. Si con este objetó 
se emplea el método directo de separación de variables des- 
crito más arriba, entonces el número total de operaciones 
aritméticas necesarias para resolver aproximadamente el 
problema (2) se estima por la magnitud Q == 


= 29 N? y 2 In (2/8) log, NY — para la red cuadrada 
N,=N,=...=Npn = N) 
De modo análogo hay que proceder, cuando se necesita 


resolver el problema de Dirichlet para la ecuación pu 
que contiene derivadas mixtas 


v4 
Lu= Y (tas) 2) =—+ 0), 


a, f=1 


cuyos coeficientes satisfacen la condición de elipticidad 
fuerte 
ip 


p 
a NES E ¡Hop (2) Ea EpC Y E c,>0. 
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Examinemos ahora los ejemplos de los problemas de con- 
torno elípticos, para la resolución aproximada de los cuales 
es necesario utilizar el esquema iterativo (11) con el operador 
factorizado B. 

Supongamos que el problema (7) se debe resolyer sobre 


una red arbitraria no uniforme O, introducida en el parale- 


lepípedo G. El respectivo esquema de diferencias (2) con 
los operadoras 


Ay = (%, (2) Y. )a, Í<a<p, 
o Lo, 
se escribe en forma de la ecuación operacional (8), mientras 


que el producto escalar sobre FF se profija mediante la fór- 
mula 


Ni -1 Nj-1 Np-Í 
(u, 0)= SN ») ... y u(ipo(0)R,(i)ñ2li) ... Aplip). 
i=1i ti ty=1 


Como regularizador eligimos el operador Ri = Ri, + 
HR... HAp, el cual corresponde al operador de 
Laplace de diferencias (—.%) sobre la red no uniforme 6 


A ... O Ray =Y- Sy 
Age 


e 


a A 


Aplicando las fórmulas de Green de diferoncias corcioré- 
monos de que los operadores A, son autoconjugados en 1. 
Además, Jos últimos son conmutables de dos en dos. De la 
observación 1 al lema 16 del cap. Y se sigue que tiene lugar 
una desigualdad operacional 


j 
ua 
O 
> 


Ro =>06LEÉ, ba=>30> a 
a 


que da la cota inferior del operador ¿?,. La estimación de la 
cola superior del operador AR, 


4 
ROS AgE, Aa= DÍ IATA 
A AN A 


a=t, 4, ..., p 


se desprende del lema 17 del cap. Y. 
Si se cumplen las condiciones (9), serán ciertas las desi- 
gualdades (10). Para resolver la ecuación (8) utilizaromos 
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el esquema iterativo (11), en que £ es un operador fuctorizado 
P 
B= |] (E + oR,). 


a=1 
Del teorema 2 de este capítulo obtenemos el valor ópti mo 
del parámetro itorativo 0, así como las constante y, y Ya 
cn las desigualdades vB < R < vB. De aquí y de (10) 


se hallan Y, = C4Y1 Y Ya = CoYo que son las constantes de la 
equivalencia energética de los operadores A y B. Empleán- 
dolas se puede construir para cl esquema (11) el conjunto de 
Chébishev de los parámetros iterativos T+. 

2. Problema de Dirichlet de diferencias con elevado or- 
den de exactitud en el caso multidimensional. En este punto 
examinaremos los métodos de resolución de dicho probloma 
para la ecuación de Poisson dada en el paralelepípedo rectan- 
gular p-dimensional. Recordemos que para p = 2 en el p. 2 
del 8 3 del cap. 111 y en el p. 3 del $ 3 dol cap. IV fueron 
construidos los métodos directos, y en el p. 3 del $ 2 del 
cap. XI, el método iterativo de Jas direcciones variables. 

Ahora supongamos que p => 3. Sobre cl paralelepípedo 
p-dimensional G = f(0< Za dE: ja =4, 2, ..., p en 


la red 0 = (21, = (if ..., h;,) EGC,O<t < Na 
RN ti AA a al "problema (1) 1 le ponemos 
en correspondencia un esquema de diferencias del cuarto 
orden de aproximación: 


Pp P i=p 
Ay= Y Ay 2% 21 (ALA) y=—Q(z), zE0, 
06==4 a=1 Bra 


(12) 
y (1) =g(x), Ey 
donde 
p ya 
A.y = Y, 10 <P, o=f4+ Y kaNal, La = q 
a=1 


Buscaremos la solución del problema (12) recurriendo al 
método de separación de variables. Como de costumbre, 
vamos a considerar que g (zx) = 0, de otro modo cambiare- 
mos el segundo miembro «q (x) de la ecuación (12) en los 
nodos de frontera, debido a lo que tendromos en cuenta la 
heterogeneidad de la condición de contorno. 

Indiquemos que las funciones Mx (21, la, . . -, ip), Citadás 
en el p. 4 son funciones propias del operador de diferencias 
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A definido en (12), mientras que los números 


p p 1-p 
en YY (07 (BM. as 
ba 2 “o 2 de Él Ac, Ml * o Ep)» 
(13) 
donde Alea = q som Ea, 1<k,.EN¿—1, 1<a<p, 


son los valores propios de esle operador. 

Desarrollando la solución y (x) y cl segundo miembro 
p (2) en una suma respecto a las funciones pa (ir, la, » - «+ 35) 
(como por lo común se hace en el método de separación de 
variables), obtendremos 


N,-1 N¿-1 
A 
Ri=1 ha=1 
Np-1 
p 
Orito. 2h 
= 1 a . 
.. » > —A A ll llo dr En)» 
Rh y =1 


donde Pr,h,* > *h y SON los cocficiontes de Fourier de la función 
p (x), definidos en (6). 

El algoritmo do cálculo de semejantes sumas fuo descrito 
con detalles en el punto 1. Comparándolo con el método para 
resolver el problema de Dirichlet de diferoncias con exacti- 
tud de segundo orden, construido en el punto 41, aquí aparece 
sólo una diferencia, a saber, otros valores propios de Az. 
Do ese modo, dichos métodos prácticamente son equivalen- 
tes en cuanto a los gastos para el trabajo de cálculo. Al mismo 
tiempo, el esquema de diferencias (12) asegurará una exacti- 
tud de resolución del problema diferencial (1) más alta que 
el esquoma (2). 

Notemos que en virtud do las desigualdades 


ES ESA 
[44 
de (13) tendremos 


P 1 Pp 1+p 
a) (6) 
Aa > ») Año TL) y ña 5 
Q=1 a=1 Pa 
Pp ' á Pp p Z Pp 
Lea A (PB) 9 (a)] _ 4 SY (a) 
=> Me (NA e) = 3 24 Ma 
= a=i Pai a=1 
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Cuando p > 4, el operador de diferencias Á que determina 
el esquema de diferencias (12) pierde la propiedad de signo 
definido (elipticidad). 

Sin alterar el orden de aproximación, se puede elegir 
otro operador de diferencias A” que conserva la propiedad 
de elipticidad para lodo p => 2: 


n= Y [tos Aa 
El operador de diferencias A” tiene las mismas funciones 


propias Hz (lis, des +. - +» Ep) que el operador Á construido 
anles, y log números 


md Y (1 —xghñe) Mo, k= (f,, Ka, e...) ke y) 


a=1 f 


son sus propios valores. Por lo tanto, para resolver el pro- 
blema de Dirichlet de diferencias con eclovado orden de exacti- 
tud y el oporador A” indicado, se puedo utilizar el algoritmo 
construido en el punto 4, sustituyendo Aj por A... 

3. Tercer problema de contorno para la ecuación con deri- 
vadas mixtas en el rectángulo. Supongamos que en el rectán- 
gulo G = (0< zx, < ly, a =1, 2) hay que hallar la solu- 
ción de la ecuación 


2 


Lu= > == (Zap (2) 7) 10u= —[f (2), 


%, p=i 
x= (2,, 27) €G, (14) 


que en la frontera T' satisface las condiciones de contorno 


gu 417) 
Koa — PLA +k “baza = AqU — Bay Ly, =0 
0 Bl . (15) 
— ao aa 7 28 gay GU — El La =lu. 


p=3—a, a=4, 2. 


Supondremos que ha sido cumplida la condición de la elip- 
ticidad fuerte 


2 y) 2 
ay ES Zo ap (2) EnEp 02 2 El, 01>0 (16) 
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y también las condiciones 
«E -=xa2 (2,7) >0, 0< 29 < la, 
«y =xF (2,120, (<< /l,, 
q (2) >0. (17) 

En el rectángulo G introducimos una red reclangular 
arbiblraria no unifornie 

= (2, = (2 (ir), %a (12)) EG, 

Ta lla) = Ta (la — 1) + ha (ia), 
iZi<EVa, Ta (0)=0, ze (Na) = la, a =1,2) 
y determinemos el paso medio A, (i,): 
0,9% (1), ¿¿=0, 
Bo, (ta) = 0,9 [Ro (80,) + Ra, (+11, << V a — 1, 
00ka (Na), la=NVa»- 

Construimos el esquema de diferencia$ que aproxima 
sobre Ja red w el problema (14), (15). Introducimos las 
Siguientes E A sl el flujo: 

e DN ¡Aa e 
Pp=3—0, a=1, 2, 
y anotemos el problema (14), (15) on la forma 


2 
' VD 
Lu= >) e 00 — fx), reG, 
a=1 
Wo = Agll — la, Y to =0, — Wy = qu — Ex 
Ta == la: 


Sobre la red «w definimos los siguientes análogos de 
diferencias del flujo w,: 
se (+) 
1, = Ka Yao CapYz py 1D = Ha Yz,, ej Capa (19) 


a (+) 
salas, ER Ko, pYxgo la = KaaYa, e Eaplz, 


¿mpleando las designaciones introducidas, ponemos en 
correspondencia al problema (5) un esquema de diferoncias 


Ay =(A + Ay) y — dy = —q (0), Eo, (20) 
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donde Ay = Az, a =4, 2, y el operador de diferencias 
A- se determina por las fórmulas: 
a) para ha (1) X 238 < lg — Ra (N g) 


1 Tag (a) pg: $7) 
5) ES E Es (20), | , 


della — he (NV a), 


Ay= y CS IL 5d 
Ñ a [7 qu o) + : US Y, 2¿=0, 
A fh0' MS pe 
a E a 2] E Y, to=le; 
b) para xp=0 


(-) 
(Za) x r Pa (1) << la Ra (100), 
a 


ase A _7 
Ay = e E TA, Lo =0, 


c) para 2¿= lg 
(-) 
(07) » , Ro, 1) E Ta <W la — Ra (No), 


e a Le 
e E ml de ma 


q A 
“Ba 1 — Ha Y, y = Le 


Aquí han sido utilizadas las designaciones 


od) 4) 
hp =hg (i¿+1), wd =wW, (iy +1, 18), 


(-) (-) 
¿21= Za (ig dt 1, ig), d(x)=q (x). 


El segundo miembro q (x) del esquema de diferencias (20) 
se determina según las formulas 


ea=1() +3 PL (2) +39 (x), 
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donde 
Ea (%p), Zy =0, 
Pa (1) = (o Ro (1) << la — Ra (N 2)» 
82 (2), r=l,, P==3—0, a=1, 2 


para 0 < Lg = ¿> 

En el esquema de diferoncias (20) en calidad del oporador 
A. se puede emplear también el operador Az que se determi- 
na por las fórmulas: 

a) para Ag (1) < 25 < lg — ig (Na) 


1 par y? BB | 
(ET ea ch (M< 
7 ig Wa)¿ + 7D (267) > ha (1) < 


| <a Ela — ha (Na), 


Aiy=4 4 ab pp Ao 
ha La o, Ae la | y, 2¿=0, 


b) para zg=0 
Í (+) 
(1) a y REE La Ra (No), 
a 


1 + Xx 


Acr= dE rs ds 
al | Ra 20 ha Y, Ly = 
4 (+) e 
(E Da Y Ta = la, 


c) para ¿== lg 


Za) y , Ro, (1) E < la — Pa (No), 
+2 


Para los esquemas de diferencias cxaminados más arriba 
el molde del operador de diferencias Á para un modo interior 
de la red «w consta de siete puntos. Si el operador de diforen- 
cias A, se determina mediante la igualdad A, = Ag = 
=0,5 (Az + A¿), entonces el moldeo del operador Á con- 
tendrá nueve puntos. Reducimos la forma del operador Ag: 
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[(faayz,)o + aso e + Ma (SE 


XL < La a ha, (Na), 
4 a 

Te (auaYx,, A Gaal — Xy) + 

Nay = 43 (Maplo ). , Lo =0, 
*g o 
1 + 
e (CaaYz de has, + 4aY) + 
Halo, Lo? Ta = ba; 


b) para xg=0 
( (Mayzd o Ay Mastagdo Ra 1) < 


Ha < la pa Ra (No), 
1 Z 
Ba (Aaa, E Eapl y, — ay) + 
+ Map zoo Ta =0, 
1 
Me (UaaYz, + 08 y EA 42.4) + 


( + Papy dz Ly = La 


Ay = 


e) para 2g= lp 
[Caalz): + agyz,Jo ) Po (1)< 


La 
XÚT y <= ba FT Po Wa); 
t y 
e (a2aY y, + ER -— ay) + 
dos 
May E + Eaptz ds Loy = 0, 
1 
+ (LanYz + CopYz, + ay) + 
| AF (Ea pz, Ly lo, 
donde 44a=0,0 (Kua + aa), Yo 0,0 (Y. +Yv). 
*8 *B *8 
OBSERVACION: 11 flujo 6, = Laa 5 + Xkoo dar se puede 
aproximar de otra manera, utilizando, precisamente, uno 
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de los análogos de diferencias: 


(-) 
Da, —= hey OB ego, 
(+) 0, 5040,5 -0,50+0,5 
Da = Koa' a+ A +- Kag ' au, yg 
(-) 2 

+0,3x4+0,5B +0,5%+0,5 
Za =kaa Y, Tab Ñ Yoo 


cn 50,5 .50-0, 

la = haa Y e kág CAN 
donde 

pg 40009 ley (2, (81) 40,5%, (1, +1), 27 (12) +0,5h (is +-1)), 
levis = ky1 (2, (81) —0,5)hy (21), 22 (12) —0,0%a (i2)) 


etcétera. Las definiciones de los operadores Az, A£ y AS 
son las mismas. 

Subrayomos que si la ecuación (1) no contiene las deriva- 
das mixtas (ag (2) = 0), entonces los esquemas de dife- 
rencias (20), construidos con ayuda de los operadores de 
diferencias Az, A£ y Ax, diferirán unos de otros únicamente 
por la definición de Jos coeficientes de la ecuación en dife- 
rencias. 

4. Métodos iterativos para resolver un problema de dife- 
rencias. Jl problema de contorno de diferencias (20) cons- 
truido anteriormente lo anotaremos en forma de una ecua- 
ción oporacional 


Au=f (21) 
en el espacio de Hilbert 1f de las funciones reticulares, pre- 
fijadas sobre vw, definiendo el operador 4 del modo siguiente: 


Ay = —Ay + dy, y € Él, y suponiendo que Í = q. 
Delinamos también el operador /i que actúa en A y que 


es la suma de bres operadores R = R, + HR, + alí, donde 


a => U0es la constante, y Ry R, vienen dadas mediante las 
igualdades: 


1 , 
arre E la =0, 
Roy = | —Yy_ % , l<li<Na—1, 
Lg o, 
la o 
Ur + ria =Ng a=1, 2. 


lr 
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Estudiemos Jas propiedades de los operadores A y R en 
el espacio HA, en el cual el producto escalar lo definiromos de 
manera corriente: 


N, N, 


(u, v) a 2 (ty, da) 0 (i,, d2)R, (1) hallo), Us VEH. 


ES 


Más abajo vamos a utilizar las designaciones siguientes: 


(u, 0)y Al 4 (2) v (2) 1 (2), 


donde 
Ra (Ea), 13 tl EN¿— 1, ig =0, No, pa, 
1(2) 1 (2,) = h - . o o 
a (la) + Re lia), ig =0, Vis ig =0, Na, 
N¿=1 Na 
a (1, 0)= 2 2 UDRa (ia +1) hp (io), 
1¿0 ¿ig=1 
Na Ng 
(ue, Das = 2 Z UD ha (io) hg (ip), 
iy=1 tg=1 
Na —1 Ng-1 
aplu, v)= 2 e UD Pa (Ta + 1) ha(ig +1), 
(U, v)a = 3 y UD Ro (ia) hg (ip), 
a=0 ig=0 
dondo p =3-—a, a =út, 2, 


Aplicando la definición del operador de diferencias Az, 
las fórmulas (19) y la primera fórmula de Green de diferen- 
cias, obtendromos 


(Agu, v)= — ds y) = 


y 


23 hoi [ 2] Ba (la) 00), o 


(> 
+0 ol, (=0 —wovl, ¿Mo | 
E N¿-1 


-+ hos [3 ha (la) 20): v+ 


1g=0 =1 
-) És 
EN 2001, 0 == Za '0, mp, + 


24—0357 369 


Na 
ES y fig (ip) a PXQuol, y) = 


ig=0 
Na Na 
] 
=3 », Y halia) hp (io) az, + 
ig=1 t =1 
ak Ny-1 
— Y Y halic+1)hs (is+ 1) 2005, + 
ig=0  i¿=0 
Ng 
+ Y Molig) Deza), o du y, 1 
tg=0 
— 0,50 [aa + Ko pls Dz, Jas + 
Ng 
+ as Pualtxy E Haplagrx,)l Y, fis (ip) iran |¿¿me T 
i¿=0 


+ X2uo |, y 1) P=30, a=1, 2. 
-L a 


De aquí para el operador A hallaremos 
2 
(du, )= 2 (Aza, v)+(du, v)=0,5 [(ly1Uz D;, + 
E Aygllz UZ — Hgyltz UL q KogUz Dz, 1) + 


+ 12 cos Ala Deuda + kojllz Vo, Y 
+ Kagllz Vx, 114 (<u, 0)» + (du, v= 


2 
=0,5 12 KagtlzpUras Le + 


+al 7 EaguspUz,y 1) + (40, 0)y + (du, v). (22) 
Aquí, la' edita Xx está definida sobre y de la 
mancra siguiente: 
%ar la =0, lp <ig< Na— 1, 
Xar la=Nar 1<X ig EN 1, 
Eg la 
fgLbhoa ] 


x (2,) = 
la=0, Na y 1g=0, Na. 
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De (22) se deduce que el operador ÁA es autoconjugado 
en FF, si está cumplida la condición 


Kjo = Koz. (23) 
Suponiendo en (22) + = u y empleando las condiciones (16), 
obtendremos la desigualdad 


E 
(du, 4)>0,50, 2 (uh, Dita, DI+ 
== 02 


2 
+ (due, 1) + (ue, )y,=c1 2 (42, Da+ 
a=1 u 


+ (due, 4) -+(uu2, 4) (24) 
y otra desigualdad analógica 


2 
(Au, u) <c, »2) (1%, Da + (dul, 1) + (0042, 1). (25) 


Sí en el esquema (20) en calidad de A, se utiliza ol 
operador Az, entonces para el operador respectivo A en: 
lugar de (22) tendremos la identidad 


(Au, 7) == 0,0 la (41487, a, + [ax Dz, + /ejlz Vx, + 
+ faglx Ux as 1, + ¿(%, lx Vx, + Ky9ttz Uz, UN 
eN KgyUg Dz el koyuz O, ' 1)2] + (du, p) af (nu, D)y, 


del cual se desprendo la autoconjugación del operador A al 
satisfacer la condición (23). Las desigualdades (24), (25) 
serán válidas. Dichas afirmaciones quedarán justas también 
para el caso, cuando en cl esquema (20) como A, se utiliza 
el operador Af. 

La autoconjugación del operador Ai en £ y las igualdades 

2 
(Ru, UN La (az: 1), +4 (u?, 1), (20) 

para toda u € H se deducen de las fórmulas de Green de 
diferencias. 

Para nosotros el problema consiste en encontrar las 
constantes m, y mo en las desigualdades 


mi (Ru, u) < (Au, u) < My (Ru, u), (27) 


es docir, las constantes de la equivaloncia energética de los 
operadores A y fi. Resolveremos dicho problema, partiendo 
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de que estén cumplidas las condiciones (17) y los coeficientos 
q (2) y 42 (£g) no sean iguales idénticamente a cero. 
A fin de hallar m, y mz nos harán falta dos lemas ”). 


LEMA 4, Sea w* cierto conjunto de nodos de la red w, además 
2 hy (21) hz (2) =8 >0. 
xt 


Para cualquier función reticular u (x) prefijada en wm, tiene 


lugar se desigualdad 
v 2 (uz, + Da +1 (4% D),. 24M (us, 1), (28) 


donde u es una constante arbitraria, v, la constante que satisface 

la condición vw > máx [0, —0,5pu (2 + ¿3Í, y 

2SV 
M = ——__—_—_—_—_ 2 > 0. 
LAA 
Expondremos las principales elapas de demostración del 
lema, remitiendo al libro indicado en la cita si el lector 
quiere entrar en detalles. Supongamos que zx = (L,, La) y 
= (Y1, Y.) son dos nodos arbitrarios de la red w. Para toda 
función reticular u dada sobre w, si 8, >> U y e, > 0 es cierta 
la desigualdad 


(1 —e,) u2 (a) (E 1) u? (y) + (1 + 82) | Ly — 
RCA e 


Xx) Cot 


— Uy 


— Y2) y ue, (Ya» Ta) ho (Lo). 


rato; 
Multipliquemos esta desigualdad por f, (x,) Ay (x2), sumemos 
respecto a x € wm y tomemos en consideración la desigualdad 
2) 1% —Yalña (24) 0,51%, a=1, 2. 
O 
En resumen obtendremos 
1 
(1—es) (u?, 1) < 41 (E—1)u + 
+ 0,57 (1 + 22) (Uz » Di + 


p 
+05 (142) Y ul, (Yi 22) lo (20). 


xy 0 
4) Ms los lemas 9 y 10 del $ 5 del cap. Y del libro de A. A. Sa- 
marski, B. Andreev, Métodos de diferencias para las ecuaciones 


ela Editorial MIR, 1979, Moscú. 
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Multipliquemos esta desigualdad por f, (y,) fi, (y2) y sume- 
mos respecto a y € w0*. Teniendo en cuenta la estimación 
s Á l¡l2, obtendremos 


1 
5(1—e1) (u?, 1) < 04 (1) (4%, ye + 
-+0,513l, (1-+e7) uz, 1), + 
3 1 2 
+0,51,03 (4 +=) (ue, 1). (29) 


Poniendo aquí 


rs dd 
CO? PON) 
obtenemos la estimación (28). El lema queda demostrado. 
LEMA.2. Sea y? ciero conjunto de nodos de la frontera 
y, además », t(x)>06. 
xey* 


Para cualquera función reticular u(x) prefijada sobre 
o, tiene lugar la desigualdad 


2 
YY e) Da a (e, 1). >puM (u?, 1), (30) 
donde es una constante arbitraria; vw, constante que satis- 
fase la condición v>máx[0, —u (+13 (1/2,41/], y 

oy 

"ALADO 

En la demostracion del lema 2 juega el papel prin- 
cipal la desigualdad análoga a (29) 

1 

0(1—e1) (u2, 1)< 1d) (1) (12, 1). HEX 


Xx (1141) (1402) (6, 19423141) (14) (u2,, Ds. 


Poniendo aquí 


g O 5 Er = (3) 
Laly RDA pJ” 
obtendremos Ja estimación (30). 

Ahora aprovechemos los lemas 1 y 2 para estimar Mm, y Ma 
en las desigualdades (27). Designemos con w* los nodos de 
la red w, en los cuales d (2) +0; con y*, los nodos de la 
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frontera y, en los cuales x (1) +0 y adoptemos que 
dy = mán díx), d* = máx did), 
xE0 xEn* 
Xy = mín x (2), 4" = máx x (7). 
Ey? xey* 


Poniendo en (28) uy =d,, v="w,7>0 y en (30) qu = Xy, 
v=wv,>0, de (24) obtendremos la cstimación 


2 
(Au, uc, Y (uz. Dotlde, 1) + 
a=1 
2 
4 (uu2, 4). >(0, —v1 — v2) dea (ue, 1),+ 
a= e 
2 2 
+94 2 (Us Datde (ue, Distr 2 (> De ES 


2 
+ Ag (u?, 1), > (61 — Y: — Ya) pa ( Da FM, (u?, 1), 


(41) 
donde 
NN 28V id y OV¿K y 
M, a ¿ia (2v, -+ ds (17-13) Ñl VYelilo q As (2+ 2 2) (E +12,) * 
A. continuación, suponiendo en (28)u == —d*, vv, > 


> 0,94* (11415) y en (30) n= —x*, y= vw > (184 E) Xx 
Xx (1/2, -1-1/1), de (25) obtendremos la estimación 


2 
(Au, u) cz, >; (ue, Do + (due, + 
a= f a 
2 
+ (xu?, 1),,<(c2 + v3+ v,) A (a da — 
2 2 
— [va Y (is Da 240, ),.]— [1 Y 
a=i a a= 


2 
—xa* (u?, De) < (62 + vs + v4) PA e De ar M> (u?, 1), 


(32) 
donde 
0 2svgd* ale OY ¿Ar 
2 AAA ALA REDARS 
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Sea a la constante que entra en la definición del opera- 
dur R. Eligimos los parámetros vz y v, de tal modo que 
sean válidas las igualdades 

Mi May 
Qu y RUZ 4, 33 
01 — V¡ Va Ca Vat Ya po) 
donde 34M, y Mz fueron determinadas más arriba. De (33) 
obtendremos que vz = Va (€, Vi) y V¿ = v, (a, va). Notemos 
que la región de los valores admisibles de v, y v, se determina 
mediante las rostricciones: 


vI>0, va>0, cc —v —v,>0, 
va > 0,5d* (EG +0, vy> (GX 10 (1/l, + 1/1o). 


En las regiones indicadas tomemos los valores de v, y vs 
partiendo de las condiciones del máximo de €, — v; — 
— Ya la, v,) respecto a la variablo v, y del mínimo de 
Co + Vg + Ys la, va) respecto a la variable vz. Dosignemos 


m,=m, (a) nOs (0, — v¿— va (a, vi)), 
l 


(34) 


My == Ma (A) = mín [co + v3 +), (a, va)). 
Ya 


De (31). (32) y (26) obtendremos que son ciertas lis 
desigualdades (27) con Jos valores de m, y ma indicados en 
(34). Queda por elegir el valor óptimo de la constante q, 
partiendo de la condición del máxtmo de la razón m, (a)óm, (a). 

Notemos que my y ma no dependon de Jos pasos de la red 
w, sis y e son acotados por abajo por magnitudes que no 
dependan do la: red «. 

El operador elegido AR lo utilizaremos como un regulari- 
zador al construir Jos esquemas iterativos para resolver lá 
ecuación (21). Limitarémonos a examinar los esquemas de 
dos capas implícitos 


BEL—ZIB | Aya =f, k=0, 4, ..., YEc€H (35) 


Th+1 


con el operador KB antoconjugado y con el conjunto de Chebi- 
shev de parámetros ftp). Recordemos que para el esquema 


(35) deben ser dadas las constantes y, y y, en las desigual- 
dades 


y1B ZAS vB, Y —> 0, (30) 
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y el número de iteraciones n so estima mediante la magnitud 
Ry (e), donde 


11. 0,58 I—vE _ Y 
Ry (2) = np, ? MSI YE? MET 


Si la red w es uniforme en una de las direcciones, entonces 
adoptemos B = R. En este caso en (30) y, = My Y Ya = Ma 
y la ecuación RyYr+1 —= (R ps Ta+14) Y + Ta+if con el 
segundo miembro conocido podrá ser resuelta ya sea por el 
método de reducción total (véase el cap. III), 6 mediante el 
método de separación de variables (véase el cap. 1VY) gastando 
O (WN? log, N) operaciones aritméticas (N, = Na, = N = 2”). 
Puesto que m, y m, no dependen do la cantidad de nodos en 
la red w, el número total de operaciones gastadas para resol- 
ver aproximadamente con exactitud e la ecuación (21) se 
estima por la magnitud OQ (e) = O (WN? logs N | In 0,58 |). 

Si la red w es no uniforme respecto a cada dirección, 
entonces ponemos Bb =(£E + 0¡R y) (E + 0,,), donde 
Ra, =R¿ +0,54E, a =1, 2, y Bo han sido determinados 
más arriba. 

Está claro que los operadores R, y 1? son autoconjugados 
en A y conmutables. Además, en virtud del carácter no 
negativo del operador RA, tenemos da estimación 


Ro>6.E, a=1,2, 8, = 6, = 0,5a. 


Del lema 17 del cap. Y encontramos la estimación 


, 4 4 
BASAL, demi l > mo 
- 4 ] 
O TIN CA E 
1<1,¿ENg71 Ra (ia) Ra Gia -F1) 
Aplicando el teorema 3 del capítulo presente obtenemos los 
valores óptimos de los parámetros (,, Wa, así como también 


las constantes de la equivalencia energética yy y Yo de los 
operadores B y E: 


YBERALVB, Y >0. 
De aquí y de (27) hallamos que en (36) y, = MP Y Vr = 
e pa 


Se puede mostrar que para el método que se examina 
v, =0 (1) y y, = O (1/h), donde h es el paso mínimo de la 
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red 0. Por Jo tanto, el número de iteraciones será estimado 
por la magnitud O (4-7 | In 0,5€ |). El número de opera- 
ciones aritméticas gastadas para una iteración es proporcio- 
nal al número de incognitas cn nuestro problema, ya que 
para la inversión de los operadores E + 0¿fl¿, a = 1, 2, 
se puede emplear el método de factorización. 

De esta manera, utilizando el principio de regularización, 
hemos construido dos métodos iterativos, por medio de los 
cuales es posibla encontrar la solución aproximada del análo- 
go de diferoncias del tercer problema de contorno para la 
ecuación con derivadas mixtas en un rectángulo. 


S 3, Sistemas de ecuaciones elípticas 


1. Problema de Dirichlct para un sistema de ecuaciones 
clípticas en un paralelepípedo p-dimensional. Sean u 
= (ul (2), lx), .... ut (o) y f=(P (2), P (2), 
eo. [o (2)) vectores de dimensión Mm, Y = (L,, La, . » -, Lp) 
un punto del espacio de p-dimensiones, y k = (kg) es la 
matriz celular de dimensión p X p, tal que la célula kg = 
= (4% (x)) es la matriz de dimensión my, X my! 


le, Kio “a. 1. Ksp 


Hua lo1 Kon Kon 
Kms pa «> Epp 
KR 
boo =[ Fab Has ++. kag" 


. . o... . .oer o. o.<.o0s08 


En el paralelepípedo p-dimensional G= (0 < Zo S las 
a=24,2,..., p) con frontera T examinaromos el problema 
de Dirichlet para el sistema de ecuaciones elípticas: 


e(x)=g(x) xel. (1) 
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Si pasamos de la escritura vectorial a la escalar, entonces el 
problema (1) se escribe en forma del sistema 


(Luy = —P (2), 5€6, 
u (a) =8g8 (1), ze”, s4, 2, ..., Mo, 
donde 


D ño 
Lay Y) Da). (2) 
A. f=1 m=—1t 


Supondremos, que está cumplida la condición de elipti- 
cidad fuerte 


Pp Pp Pp 
€s A | En 12 y) (Kapta» En) <Cz Y | En |?, (3) 
a=1 o, f=1 Q=14 


donde c,>>0 y c,>0 son constantes, que no dependen 


4 
de x, En = (En, ES. ..., En), a=1, 2, ..., p son los vec- 
Lores arbitrarios, 


Ma Mo 


EN p.= > (En )?, Pasta» Ep) = >] ¿Hapbabp - 


s=1 


3, m= 
Señalemos, que la desigualdad izquierda en (3) significa la 
definición positiva de la matriz É. 

Construyamos un esquema de diferencias que aproxima 


el problema (1). Para esto introduzcamos en la región G 
una red rectangular uniforme 


o=(x,=(th,, ...,1pAp)E6, 0<i.<N a, 
RN DEL air 


con frontera y, de manera que w = 0 |] y. Sobre la red o 
examinaremos las funciones reticulares vectoriales, cuyas 
componentes son Jas funciones reticulares de p variables 
discretas, por ejemplo y = (y!?, y?, ..., y”»), y al mismo 
tiempo y = Y (21) = Y (tz lo, +» ip). 

El problema de Dirichlet de diferencias para el sistema 
(1) sobre la red w cn la escritura vectorial tiene la forma 


Pp 
Ny on 0,5 VEA Wap xp)z,) = —q(x), 2€0, 


y(2)=g(2), xEy 
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Pasando a la escritura escalar, obtendromos el sistema 


(Ay = —Q (2), xo 
FiW=g 10. EY. 5 Lider so» 
dondo 


(4) 


D My 
= 3 y 3 :m.m _ 8 ? S 
(A y) a Pd 0,5 [asu Y, 7 (gx, 


1] operador ÁA-, al igual que en el caso de una ecuación 
oliptica escalar, admito otra escritura, precisamente: 


Pp 
Ny = 2 0,5 (oy; de, E MaaYa, )z l+ 
Q=1 % o 


15p 
+ 3, 0,5 [(UapYz Jay + (apY ag), 1 
+ Bb a 


Señalemos, que para aproximar el operador diferencial £ 
se pueden también utilizar otros operadores diferentes de 
A-, por ejemplo 


p 
Aty = 2 0,5 (A ds, Y (A + 
a=i a e 
1=p 
pa 0,5 hagY sy + ap.) 
Ó 
Ay =D 0(AT+ AS y= 


i=p 


P 
= 21, 05 [haa z,dxq + lBaazdz, 1H 2, (Maple 


Introduzecamos el espacio A de las funciones vectoriales 
reticulares, prefijada sobre w, y definamos en él el producto 
escalar 


(u, )= 2 (e, 03, (ué, DA 2 u* (2) 0 (2) hiho ... hy), 


u= (ui, yu, ..,,, uo,  uc=(vl, y, ..,, 010), uu, v€lT. 


Defininamos el operador de Laplace de diferencias: 
p p 
Dr JUN yy? — a | 
Ry 2 EA (%y) 2 Le ta, 
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En el espacio H definames los operadores A y Ri de la 
manera usual: 


Ay==Ny, Ry=-—%y, y€l, 
donde y (2) =y (2) para zu y y (2)=0, si Ey. 


Utilizando las notaciones introducidas y corrigiendo de 
manera obvia el miembro derecho q de la ecuación (4) en 
los nodos frontorizos, escribamos el problema de diferencias 
(4) en la forma de la ecuación operacional 


Au =fÍ, (5) 
definida en el espacio de Hilbert £f. 
Utilizando la fórmula de Green en diferencias para fun- 


ciones reticulares escalares y las condiciones (3) y suponien- 
do que se cumplen las condiciones de simetría 


kg =hga0 0% P=1, 2, ..., p s m=1, 2,..., Mg, (6) 


obtendremos que los operadores Ki y A son autoconjugados 
en £fí y energéticamente equivalentes con las constantos C; 
y Cy, es decir, tienen lugar las desigualdades operacionales 


CRAELAS<CAR, c13>0. (7) 


Para encontrar una solución aproximada de la ecuación 
(5) aprovecharemos el método iterativo implícito de dos 
capas con parámetros de Chebishev 


BE Ag =f k=0,1,..90€H, (8) 
+ 
donde 


E, =Í 205 YA 
E E _1-vE pe 
To Y. Ya , Po=TTFE> py= 1+VyÉ? E= E , 


n >= ny (e) = In (0,58)/Inp,, 


Y Yi Ya Son las constantes de equivalencias cnergóticas de 
los operadores autoconjugados A y B: 


vB < Á < 11D, v1 > 0, A=A*, B=B", (9) 


Si en calidad del operador 3 elegimos el operador /* defi- 
nido más arriba, entonces de (7) obtendremos, que en las 
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desigualdades (Y) y, = €, y ya = Cp. Por lo tanto, el número 
de iteraciones del método (6) no depende en el caso examina- 
do del número de nodos de la red: n = O (In (2/g)). 

De la definición de los operadores A y B se deduce que 
para encontrar Y;,+1 por la aproximación anterior y, ya 
conocida es necesario resolver el siguiente problema en dife- 
rencias: 

q Y n+1 = —FPa, Eo, F,=TiA lA Y a 0) — TH Y no 
Yrnri= 81 TEY. | 
En forma escalar este problema se escribe en la forma del 
sistema 
E 3 
pa Urra, = —Pr (2), LO, (10) 
Yr+ (2) = g* (2), Ey, s=1,2,..., Mg. 


Ya que cada ecuación dol sistema (10) puede ser resuelta 
indopendientemente de las otras ecuaciones, entonces la 
búsqueda de la aproximación yx. 1 se reduce a la resolución 
de mp, problemas de Dirichlet de diferoncias en un paralele- 


pípedo p-dimensional sobre la red rectangular uniforme 0. 

Si para resolver el problema de Dirichlet p-dimensional 
de diferencias para Ja ecuación de Poisson utilizamos el 
método de separación de variables con el algoritmo de la 
transformación de Fourier discreta rápida, entonces st 
puede mostrar, que se exige q Y 4pN? logs NW, = N¿=.. 
... =N, = N = 2%) operaciones aritméticas. Por con- 
siguiente, para la resolución del sistema (10) se exige Qm, = 
= ¿q Operaciones, y en total para encontrar la solución 
del problema en diferencias (4) con una exactitud e es necesa- 


rio gastar Q = RQm, = ng = O (mp?) ln A loga N) 
operaciones aritméticas. | 

Examinemos ahora el método iterativo alternativo tri- 
angular. El esquema iterativo tiene la forma (8), donde PB es 
el operador factorizado B =(£ + 0R,) (£ + 0Rty), R, = 
= Ri, R,+ Ro =HR. Los oporadores fi, y Ri, se definen 
con ayuda de los operadores de diferencias RF, y 4, de la 
forma siguiente: Rh y =— Ray, a =1, 2, y (1) = y (x) 
para € 0 y y (2) =0 para zx € y, donde 

Pp Pp 

' ¡ 1 
Ry==D Yi) RU=2, q Ya 
a=]1 


a=1 
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Al igual que en el caso escalar so demuestra que son cum- 
plidas las desigualdados Ri > 6 y R|R, < > R, donde 


P Pp 
O0= ) —sen?- A= — 
yA PE q? y Al 
a=1 U==1 


De la teoría goneral del método alternativo triangular 
(véase el $ 4 del capítulo X) se deduce, que para ol valor 
óptimo del parámetro w = 0, = 2// ÓA tienen lugar las 
desigualdades operacionales 


MBERS YB, Y, >0, (14) 


donde yor % 7 9=+. Comparando 
“ 
(7), (9) y (11), encontramos, que los oporadores A y B 


satisfacen las desigualdades (9) con y,=C, Yi Y Ya =CaPo> 

Utilizando para el esquema (8) el conjunto de los 
parámetros de Chebishev 1t,, obtendremos que el mé- 
todo ¡iterativo alternativo triangular construído exige 


n=0 (mV In 2) iteracionos, donde |A ff = 


=h+h . + hi. Ya que el paso de y, 4 Yn+1 Se 
róaliza sa fórmulas explícitas con un gasto de 
O(mNIN, ... No) operaciones aritméticas, el núncro 
tolal de operaciones para encontrar Ja solución del problema 
(4) con una exactitud e, se estima por la cantidad 


020 (mosoros/ Em 2), 


sitb=bh=...=hyN,=Ni=...= Na =N. 
Como conclusión señalemos, que los métodos iterativos 
examinados más arriba convergen en el espacio energético 
H y, donde en calidad del operador D se puede tomar uno de 
los operadores A, B ó AB-1A. 
2. Sistema de ecuaciones de la teoría de elasticidad. 
Examinemos el sistema de ecuaciones de Ja teoría estaciona- 
ria de elasticidad (ecuaciones de Lame) 


Lu =yAuH+ (A+ p) grad divua= —f (2), (12) 


donde ua = (ur, us, e... .3 uP), f = (f", e . » .3 FJ TT = 
= (Lys Logs + «+, 2p) A>ÚO y p>0 son las constantes de 
Lame. 
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Escribamos la ecuación 2 en la forma del sistema 


P 
(Luy =p y = 
a =i 


O DIBOLS 
a E E (13) 


Para p = 2 el sistema (13) se puedo escribir de modo siguien- 
Le 


(A +21) E 77 a =l + (+ M) a dz =—f' (a, 2), 
A+ wo 5 Er +. > 57 EE + (A+ 24) E TE —=—f (2), tz). 


Esto sistema describe el equilibrio de un cuerpo sólido 
elástico isotrópico y homogéneo en el caso de una deforma- 
ción plana. Las funciones desconocidas ul (%;, xx) y 
u* (7,, xo) tienen el significado de las traslaciones de un 
punto por las direcciones de los ejes Ox, y Ox, respectiva- 
mente. 

Para el sistema (12) puede ser planteado el problema de . 
buscar un vector u (2), que satisfaga la ecuación (12) on Ja 
región G y que tome valores dados sobre la frontera 1 


u lx) =p (x) xeEl. (14) 
Comparando (13) con (2), encontramos, que el sistema (12), 
(14) puede ser escrito en la forma (1), dondo mo, = Pp, 
hop = MO 280 sm + (A + u) [09.0 8m (1 —0) Samdgps)» (15) 

ltd, 
y 06 es una constante arbitraria, 0;,= O; qe Rcalmen- 
Le, id (15) en (2), tendremos 


(Lu) = y e al E) 


AG, p=1 m=1 
2? mm 
ad S 8450 Óx uo + 


a, B=i m1 
+ (A+ p) | 6 y y Óg,0 bm 0 a 
O, 0 EA 
+ (1 — 0) Y y dame a) Ñ 
a, p=1 m=1 
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p 
=p Y - AS pt 
a=1 


+09 3 2 ]- 


La lá está demostrada. 
lJallomos ahora Ins constantes e, y cz en Jas dosigualdades 
jj Mostremos que €, = p Tenemos 


Pp 
SY e Y EX+A+u[e Y) EN+ 


=, am 


+, muíica, f1 A. s.1 A, amd 
Pp ] Pp 
+(1-09 Y) Eb ]=84 Y 6J)+ 
, suní ,s=A 
p: p 
+A+mlo(2 + (1-0) 2 Esbil. (16) 


Poniendo aquí 8-= 1, hallaremos 
p p 
2 (apa En) =p 2 | Ea 12+ 
cc, fui Cm | 


p P 
+A (Y E > 2 ls 2. 
No es difícil mostrar también, que c, =1 + 21. Poniendo 


en (16) 9 =0 y utilizando la desigualdad de Cauchy — 
A PA 


y (aptas Es) = p S l5a 12+ 


Ga, P=1 Cum j 


+ (A+ pu) 2 E <p Y | 5a 17+ 


Oh men 1 
P 
tE 2 + y 5) ]= 
s=1 A, 51 
Pp Pp 
=p Y» [Ea 12+(4+p) S (E4)2= (4+2u) Y | En [?. 
QUzazl Q, t=1 Qui 
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Construyamos ahora un esquema de diferencias que apro- 
Xime el problema (12), (14). Sustituyendo (15) en el esquema 
de diferencias (4), tendremos 


P 
Ayl=a YN e +05 B + ¡Bp_= 
(Ay =p 2 Y PO Y E, E 
=p, 260. (17) 


y (2) =8 (2), Ey s=14,2...,p, 
donde v = 0 Y y es la red introducida en el punto 4. 

Quedan por determinar los operadores A y R, tal como 
fue hecho en el punto 1. La condición de simetría (6) está 
cumplida, por eso, empleando la primera fórmula de Green, 
de diferencias, encontramos que los operadores A y Ri son 
autoconjugados en 4 y tienen lugar las desigualdades 
eR LA < Call, donde c, =p y Ca =1 + 2u. 

Aquí los razonamientos ulteriores coinciden con aquellos 
que se realizaron en el punto 1. Así, el método iterativo (8) 
con B =R y los parámetros de Chebishev T; se caracteriza 
por la siguiente estimación para el número de iteraciones; 


ln 0,58 1— 1—VÉé E o. 
np ? P1= A yE? AE 2? 
y el método alternativo triangular, construído sobre la base 


de un regularizador A, se caracteriza por la misma estima- 
ción, donde 


n=ny (e) = 


¿  2VYn 20 
de 14 V 7 » META 
P 
ó6= y ro — sen? a A=>) —. 
a=1 a=i " 


De esta manera, para el método alternativo triangular cl 


número de i¡iteraciones es proporcional a y +. 


=Y 24h: 
=Y 24-80), 


donde n; (e) es el número de iteraciones para resolver la 
ecuación. p-dimensional de Poisson en diferencias por el 
método alternativo triangular. 
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$ 4, Métodos de resolución de las ecuaciones elípticas 
en las regiones no regulares 


í. Problemas de diferencias en las regiones de forma com- 
puesta y métodos para resolverlos. En los capítulos anterio- 
res fueron examinados los métodos fundamentales directos 
e iterativos a fin de resolver los problemas de diferencias de 
contorno para las ecuaciones elípticas. Detengámonos en la 
utilización de dichos métodos para resolver los problemas de 
diferencias en las regiones de forma compuesta. 

Supongamos que en la región G hay que resolver un pro- 
blema de contorno para la ecuación en diferencias elíptica. 
Son posibles varios enfoques para resolver el problema plan- 
teado. Si este problema se escribe en forma de un sistema de 
ecuaciones vectoriales tripuntuales, se puede emplear el 
método de factorización métrica, construido en el capítulo 11. 
La inconveniencia principal de este método consiste en un 
gran volumen de información intermedia que debe memori- 
zarse en el proceso de resolución. Ál resolverse un problema 
único, la obtención de esta información ocupa la mayor parte 
del tiempo correspondiente a la resolución de todo el pro- 
blema. Otra situación se crea si se resuelve una serie de 
problemas de diferencias que difieren únicamente por sus 
segundos miembros. Aquí la parte fundamental de los datos 
intermedios se halla sólo al resolver el primer problema y 
dicha información se utiliza para resolver cada problema 
posterior. | 

Aplicando los métodos iterativos, llegamos a Ja necesidad 
de resolver una serie de problemas. ¿Cómo elegir de mejor 
modo el operador B en un esquema iterativo, si el problema 
de diferencias viene dado en una región de forma compuesta? 
Es poco probable que se pueda dar alguna recomendación 
universal. En el caso cuando el operador de diferencias Á 
es autoconjugado, se puede recomendar emplear el método 
alternativo triangular. En este método la conversión del 
operador B' es un problema ordinario, pero el número de 
iteraciones depende de la cantidad de nodos en la red. 


Recordemos que en el caso cuando G es un rectángulo y el 
operador A corresponde, por ejemplo, a un operador de dife. 


2 
rencias Ay = >, (a, (1) Yz, Jay con coeficientes variables, 


== 
prefijado sobro la red uniforme, es racional en calidad de 5B 
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tomar un operador que corresponde al operador de Laplaco 


de diferencia 4y = 7 Y; x» Entonces el número de ilera- 


ciones no depende dal número de nodos en la red, y a fin 
de resolver la ecuación By, = F so pueden utilizar los 
métodos eficaces directos de reducción total o de separación 
de variables. 

En el caso cuando la región G es distinta del rectángulo 
¿qué da este enfoque? Aquí la principal dificultad consistirá 
en resolver la ecuación By+, = F. Como antes, el número 
de iteraciones no dependerá del número de nodos, por eso el 
volumen total de cálculos quedará definido, en lo funda- 
mental, por el método aplicado para resolver la ecuación 
indicada. Á pesar de que el operador B tiene una ordinaria 
estructura estándar, es imposible emplear inmediatamente 
los métodos directos para resolver la ecuación By, = f. 
Es necesario efectuar un paso más, es decir, reducir este 
problema al problema prefijado sobre la red en algún rectán- 
gulo (o rectángulos). 

En este párrafo examinaremos el mélodo encaminado a 
resolver el problema de Dirichlet de diferencias para la ecua- 
ción de Poisson en la región de forma completa. En el primer 
caso la región inicial se cortará en dos rectángulos, en el 
otro, se completará hasta un rectángulo que acotará toda la 
región a examinar. El problema formulado se convertirá en 
uno o dos problemas que se resuelven sobre la red en el 
rectángulo. Dicho método de resolución del problema plan- 
teado permite utilizar los métodos directos de reducción 
total y de separación de variables para resolver el problema 
transformado. 

2. Método de separación de regiones. Sea que en la región 
compuesta, constituida por varias regiones regulares, se 
necesita hallar la solución de un problema de contorno de 
diferencias. Vamos a suponer que en cada región regular 
la ecuación en diferencias dada, para ciertas condiciones de 
contorno determinadas, podrá resolverse sobre las fronteras 
de separación de estas regiones mediante uno de los métodos 
iterativos o directos efectivos. Partiendo de dichas suposi- 
ciones, para la región compuesta, el problema inicial se 
podrá resolver en dos etapas. Al principio, en las fronteras 
de separación de las regiones, se determinan las condiciones 
de contorno, las cuales satisfacerá la solución buscada, acto 
seguido en cada región regular se resuelve, independiente- 
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0 e lie an (2) X1 
Fig. 4 


mento, dicha ecuación en diferencias respecto a las corres- 
pondientes condiciones de contorno. 

Expondremos este método recurriendo a un ojemplo en 
que el problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson se resuelve en una región compuesta de dos rectán- 
gulos colindantes por medio de un segmento recto pertene- 
ciente a los mismos. A fin de resolver el problema de diferen- 
cias se pueden utilizar los métodos directos construidos 
anteriormente en los capitulos 111 — IV. 

Supongamos que la región G está compuesta de dos 
rectángulos G=GYIG": EY =P SALER, PS 
<a <LE), 0=1, 2, que tienen tangencia formando el 
segmento o (máx (19, ¡ME <min (19, LO), 2, = 
=P = 9) (véase la fig. 4). 

Designemos con P' la frontera de la región G. Una parte 
de la frontera del rectángulo Gí%) sin el segmento 1% la 
designamos con TW, a =41, 2. Planteemos el siguiente 
problema: hallar en la región € la solución de la ecuación 
de Poisson que sobre l' adquiera los valores prefijados 


du 


Lu = —— ó3 — 7 + _—_ 7 = —i(x), <= (x,, Lo) EG, 


ulo=g(), «xeEl. 
Al principio vamos a foimular el análogo de diferencias 
del problema (1). Para eso en el rectángulo ((%) introduci- 
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(1) 


mos las red 1% uniforme respecto de la dirección xy: 
0 =(2=(2(0), 2), (0) =x% ((—1)+ 

HRS) 1<I<NT, 
2, (0=%, xa) =P, 2 (p)=12 +3, 
IOSI<SNP, NFPA EPIA arm=t, 2, 


Las redes 0D) y v(2 deben ser concordadas. Esto significa 


que los nodos de dichas redes que se encuentran sobre 10 
coinciden. 


Para la región mostrada en la fig. 4 las redes concordadas pueden 
prefijarse de la siguiente manera. Sobre cada segmento 
1,4, 448, 221] y [21P, 147] 


se construye su propia red unidimensional, uniforme o no uniforme, 
A través de los nodos se trazan rectas paralclas al eje Or. Á continua- 
ción en los segmentos [11, 219] y [112, ££2% se introducen las redes 
uniformes unidimensionales con pasos de AQ” y AP", respectivamente, 
por los nodos de los cuales se trazan rectas paralelas al cje Ox,. Los 
puntos de intersección de las rectas verticales y horizontales, que per- 


tenecen al rectángulo Gí%*, forman la red 0% a =i, 2. 


La unión de las redes y? y 07 forma la red o en. 


la región G. Designemos los nodos interiores de la red u 
con w, y sus nodos de frontera con y. AÁnotemos asimismo 


los nodos interiores de la red 9% con a, y sus nodos 


0% que se encuentran en T% por y. Mediante Fy" 
designemos los nodos comunes para las redes a? y 0%, 
que se encuentran en el segmento T%, Entonces a” - 
=080 Y y y yo, QQ = 1, 2, y o =00 Y 02 yy, 

Sobro la red w construiremos un esquema de diferoncias 
que aproxima el problema (1): 
Ay == —q(2), zo, y(0)=g8(0, Ey, (2) 


donde A = A, + Az, además los operadores A, y A, se 
determinan con ayuda de las fórmulas: ÁA,jy = Yz,x, y 


f a, Ag L E Mia, 


2 y (E, Lo PA) — y (21, Zg) 
Ay = ¿4 SI Az ES 


Y (Xy, 2) —Y (21, 12 —h5*)) 


ARK | 7 TEYUN 
Re 


pa 
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Pasemos a construir el método para resolver el problema 
(2). Señalemos que si se ha hallado el valor de y (x) para 
zx E y(%, el problema (2) se descompone en dos problemas de 
Dirichlet independientes para la ecuación de Poisson en los 
rectángulos 6%) y G%. Por lo tanto, para el caso a examinar, 
en la frontera de separación de las regiones regulares (rectán- 
gulos) debe ser definida la condición de contorno del primer 
gónero. 

FLa obtención de los valores buscados de y (1) sobre y! 
vamos a realizarla de la manera siguiente. Reduzcamos al 
principio el problema'(2) al problema de condiciones de con- 
torno homogéneas y cuyo segundo miembro difiere de cero 
únicamente cuando x € y'%. Para este fin determinemos la 
función v (x) que es la solución del problema 


Av==—0Q(1), TE0—YP% v(=0, EY, (3) 
v(1)=g(1) ey. 

Subrayemos que el problema (3) se descompone en dos 
problemas dados sobre las redes wm“ y ww, Hemos pasado 
del problema (2) al problema (3), sustituyendo la ecuación 
Ay = —q (2) por la condición v (1) = 0 en los nodos perte- 
necientes a y, 

De (2), (3) encontramos que la función 3 = y — v es la 
solución del problema 


Az=0, Xx Eo— y, Az= — Y (2), eyo, 7) 
z(1)=0, xce€Ey, (4) 
donde q (7) = q (2) + Av (2). Puesto que v (zx) «= 0 para 
TEYPOD, entonees y (1) = 2 (1) para € y, Por consi- 


guiente, la solución buscada del problema (2) podrá hallarse 
como la solución del problema de contorno 


Ay=—=0 (2), 2040, yl)=2D(0), 2EYD, 
v()=8 (2), 2Er, A 
en que 2% (+) no es más que el valor de la solución de z (x) 
del problema (4) para x € y(%. El problema (5) lo mismo 
que el problema (3), se desintegra on dos problemas inde- 
pondientes en GD) y Gt), 

Encontremos 2% (%). Para esto vamos a estudiar ol 
problema (4) para todo «p (2). Puesto que A es el operador 
lineal de diferencias y la función z (+) satisface la "condición 
de contorno homogénea sobre y, la solución del problema (4) 
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se expresa de manera lineal a través del segundo miembro de 
la ecuación (4). Tomando en consideración la estructura del 
segundo miembro, obtendremos que 2% (2) y «1 (x) están 
ligados por medio de la relación que se puede anotar en 
forma de 


2 az, EXV(E=p(2), EY, (6) 
EC y10) 
donde a (x, E) son ciertos coeficientes. 

Notemos que la regularidad de la matriz 4 = (a (x, E)) 
del sistema (6) se deduce de la unicidad de solución del pro- 
blema (4). Además, los coeficientes a (x, E) no dependen de 
p (2), y quedan definidos sólo mediante el operador A, la 
red «+ y la geometría de la región G. Por lo tanto, el pro- 
blema de encontrar a (x, E) constituye una parte independien- 
te del método que se examina. Si encontramos dichos coefi- 
cientes, entonces el valor buscado de 2% (x) podrá calcu- 
larse resolviendo el sistema? (6) para y (x) indicado más 
arriba. 

Examinemos el método de obtención de a (zx, E). De (4), 
(6) se desprende que para cualquier «1p (zx) la solución del 
problema (4) satisface las relaciones 


Y ale, EJ20(E)=—Az(2), zEY0, (7) 
seri0) 
Supongamos que w (x) es la solución del problema 
Aw=0, zEo—90, w(=wWW (2), xeyo, 


8 
w(2)=0, Er O 
para la función w (x) arbitrariamente prefijada. A dicha 
solución le corresponde cierta función wy (2) = —Av (z), 


z € y, Por consiguiente, w (x) es la solución del problema 
Aw=0, 2zE0—y0, Awv=-—plx), rey, 


w(0)=0, zEey. 
Debido a esto, en virtud de (7), son válidas las igualdades 
» (ale, E w00(E=—Aw(z), Ey, (9) 
Eey (0) 


que permiten encontrar Jos coeficientes a (x, E). 
En efecto, pongamos en (8), (9) 


0, TA Y, 


Al UIT (10) 
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donde z € y% y y es un nodo arbitrario perteneciente a y(%, 
De (9) obtendremos 

a(x, y) =—Av(2), xEy0, (14) 
donde w (x) es la solución del problema (8), (10). Eligiendo 
en calidad de n, sucesivamente, todos los nodos del conjunto 
y(0, hallaremos los valores de a (*, E) para todos x y E 
pertenecientes a y, 

De ese modo, para obtener la solución del problema (2) 
con ayuda del método construido más arriba, es necesario: 
1) calcular los coeficientes a (x, E) para x, E € y”, 2) resol- 
ver el problema auxiliar (3) y calcular la función y (zx) == 
= Q (2) + Av (1) y 3) resolver el sistema de ecuaciones 
algebraicas (6) y hallar la solución del problema (5). 

OBSERVACIÓN, El método de separación de regiones puede 
aplicarse también en aquellos casos cuando sobre los lados 
2 =D) y x, =L0%, a =1, 2, así como sobre los lados 
la =l? y Ta = LP está prefijada cualquier combinación de 
las condiciones de contorno de primero, segundo o tercer 
género. Con este fin la condición de contorno de primer gé- 
nero, definida en los problemas (3) y (5) para z € y, debe ser 
sustituida por la correspondiente condición de contorno no 
homogénea sobre cada segmento de la frontera y. En el 
problema (8) la condición de contorno homogénea de primer 
género sobro y se cambia por la correspondiente condición 
homogénoa. 

En un segmento do la frontera T del rectángulo G que 
se encuentra On la recta 2 = 1 = Li” (véase la figura 4) 
podrá prefijarse una condición de contorno que no sea del 
primer género. Entonces” en y se debon incluir aquellos 
nodos de la red w que pertenecen a dicho segmento de la 
frontera T. 

3. Algoritmo del método de separación de regiones. De- 
tengámonos a examinar con más detalles cada etapa del mé- 
todo trazado. 

[. Etapa preparatoria. El objetivo de dicha etapa consiste 
en calcular a (z, €). Si se resuelve una serie de problemas 
(2) con diferentes q tr) y g (2), entonces sorá oportuno cal- 
cular los coeficientes a (x, E) una vez y memorizarlos. El 
coeficiente a (x, 1) se halla mediante la fórmula (11), donde 
w (x) es la solución del problema (8), (10) para n € yt. 

Al elegir el método para resolver dicho problema, con- 
viene tomar en consideración que es suficiente hallar la 
función w (2) sólo en los nodos situados sobre las líneas de 
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la red , más próximas por debajo y por encima de y(0, 

Designemos wWW) (1) =w (2), 1€ 00, a =4, 2. Utili- 
zando estas designaciones, anotemos el problema (8), (10) 
en forma de dos problemas | 


AWO0=0, rE00, wW(r=0, repo, 
undla=5(r=m, 7, NEY", a=1, 2, (12) 
Introducimos el vector WÍ”, cuyas componentes son los 
valores wí%) (2) en los nodos de la j-ésima línea de la red 
02D, y anotemos el problema (12) en forma del sistema dé 
las ecuaciones vectoriales tripuntuales 
WI COW MW, 0, 1<jSNLP —A, 
a=1,-2; (13) 

para el cual las condiciones de contorno se prefijan de la 
manera siguiente: 

w5Y -—0, Wip =YF", si a-=t, 


(14) 


Aquí C% es una matriz de tres diagonales, correspondiente 
al operador de diferencias 2E +- fh(»B A,, y los veclores 
FO) y F% tienen una componente no nula. 

Por la fórmula para la solución general de la ecuación 
vectorial tripuntual con coeficientes constantes que fu8 
obtenida en el punto 3 del cap. 1, hallemos los valores 


buscados para Wi: y WI: 


CN cy 7-1 CMD a) 
Wóoo=|[ Ugo. (<)] Ong. ()F ; 
pra [O (S )] O pogo (S E : 


donde €, (t) es el polinomio de Chebishev de segundo género 
del grado ». 

Empleando el lema 6 del cap. TT para desarrollar la 
razón entro los polinomios U,-_¿ (t)/0,.. (t) en una suma 
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de fracciones elementales, obtenemos 
| N5" - 1 
2 
(1) —y Y g 47 (1) ka (1) 
Wii = N50 sen 270 CU” -—2c03 mp E) "E , 


— 


2 —1 
W0= sen? men (Cc —=2 cos y E) 0 
2 1 


—y 


Calculemos dichas sumas. Supongamos que VÍ” es la 
solución de la ecuación: 


(0 2 cos —= EJ VÍ2 = 2 sen E 
> 


NA NE No) 
<A S< END. (15) 
entonces An 
wi = Y VO, wP- S y, (16) 


Pasemos en (15) y (16) de la anotación vectorial a la escalar. 


Obtendremos que sobre las respectivas líneas de la red w(% 
las funciones w(% (x) se hallan mediante las fórmulas: 


1 
wr, Ya) = a] A (z1), Y <w, <LS?, 
2 =LY? — mx, (17) 
Ni" -1 
nz, 2.) = dl vo (21), A [La < 8 
h=1 


donde ví (x,) es la solución dol problema id: de 
contorno 
AS — O y — __ 20 (T—n) KT 


sen? 
Na (Ay no ? 


¡O <zx <LP, 
¿e (10) Es ya (LP) o O, xz, n € pio), (15) 


4 Fat (1) 
A — —— sent ——Áú, 1 RAS NA, 
LAS 204% ¿ 


Los coeficientes a (x<, 1) se calculan según la fórmula (11) 
que para el caso examinado tiene la siguiente forma: 


a(z, n= (mp E — Ay) 0 (2) — 


2 
pLo [as ) 4 89] 


2 
+ pS) [50 4459) 
mE yo, n € y, (19) 


donde wW (7) = 6 (zx — n). Las fórmulas (17) — (19) des- 
criben por completo la etapa preparatoria. 

Si el problema (18) se resuelve recurriendo al método de 
factorización, entonces para calcular todos los coeficientes 
a (x, E) se necesitan O (n (N?N Y + Ni2N 2) operaciones 
aritméticas, donde nr es el número de los nodos que perte- 
necen a y(%, 

Il. Etapa auxiliar. El objetivo de ésta consiste en obto- 
ner la solución del problema (3) en los nodos que se sitúan 
en las líneas de la red «, más próximos por encima y por 
debajo de yO, así como calcular la función y (2) = y (7) + 
+ Av (2), donde x € y, 

Designemos por medio de v(% (x) el valor de v (xr) para 
x € 0, De (3) obtendremos dos problemas 


wz, ta+ RS) E 


yw ¿(X4, 2, — 5), 


AU0=—p (a), zEA, 
pi =gdl0), Ey, van ()=0, (20) 
ey, a=14, 2, 


cada uno de los cuales puede ser resuelto por el método de 
reducción total que fue descrito en el cap. III. Supongamos 
que NV” y MN? son los grados de 2 y se emplea, por ejemplo, 
el a algoritmo del método de reducción total (véase 
el punto 3 del $ 2 del cap. 111). Mostremos cómo se deben 
realizar los cálculos en el ojemplo del problema (20) para 
a, = 2. Al efectuar el uso directo del método de reducción 
se calculan y memorizan los vectores Pp. Al cumplir el 
uso inverso, sucesivamente, se calculan, pero no se memo- 
rizan, los vectores V3” para ¡=NP/2, N 2/4, , 1. Las 
componentes del último vector calculado. dan los. valores 
buscados de 142 (x) para [P <x,< LP, 1 =1P +h?. 
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Do modo análogo se obtienen los valores de v'D (2) para 
MEE to = L%' —H£*. Utilizando los valores ob- 
tenidos, resulta fácil calcular la función Y (2) para zEyD, 

Para realizar esta etapa se requieren cumplir 
O(INUPNS log, NA NÓN 3 log, N 5%) operaciones aritmé- 
ticas. 

IT. Etapa fundamental. En esta etapa se halla la solu- 
ción del problema inicial. Con este fin se resuelve el sistema 
(6) y se calcula 21% (x). Dospués, empleando el método de 
reducción total se resuelve el problema (5) el cual puede 
ser anotado en forma de dos problemas 


Ayd= (2), TE 0%, 
yO (2) g(7), EPM yU(r=20 (1), (21) 
rEYyD, a=t, 2. 


La rosolución de dichos problemas se empieza de inmediato 
por el uso inverso del método de reducción total, además 
se emplean los vectores memorizados p5”. 

Si el sistema (6) se resuelve con ayuda del método de 
Gauss, entonces para eso se necesitarán O (n?) operaciones. 
Cabo señalar que si so resuelve una serie de los problemas (2), 
será racional ya en la etapa preparatoria cumplir la descom- 
posición de la matriz 4 dol sistema (6) en el producto 4= 
= LU delas matrices triangulares inferior y superior. En este 
caso, en la etapa fundamental la resolución del sistema (6) 
se cumplirá haciendo O (n*) operaciones. La solución de los 
problemas (21) se puede hallar mediante el método de reduc- 
ción total, gastando O(V"N 2 log, NP? + NN Xx 
Xx logs NP) operaciones aritméticas. 

4, Método de completar la región basta un rectángulo. 
Supongamos que sobre una región € acotada con la frontera T 
hay que resolver un problema de Dirichlet para la ecuación 
deHPoisson (1). 

Construyamos en la región G la red «wm Para este fin 
tracemos una familia de rectas 7,=x, (1), =0, +1, +2,..., 
y una familia de rectas equidistantes xa = xa ()), j = 
=0, +1, +2, ... Los puntos x,; = (1, (1), x, (7)) forman 
una red en el plano. Además, dos puntos +;, que pertenecen 
a G, forman un conjunto de los nodos interiores mw. Los puntos 
2; que pertenecen a TP, así como los puntos de intersección 
de PY con cualquiera recta de las familias trazadas, forman 
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el conjunto de los nodos de frontera y. La red w es la unión 
de 6 y y 0 = Uy. 

Los nodos interiores de la red «w los dividiremos en regu- 
lares y no regulares. El nodo dl € (w se llama regular si los 


cuatro punlos de la red tijyj, Tijay ady acentes al primero 
pertenecen a w, en caso contrario, será no regular. El con- 


junto de los nodos regilaros lo designaremos con 0, mientras 


* 
que el de los no regulares, con 0. 

151 esquema de diferencias que aproxima (1) so construye 
de modo ordinario. £l operador diferencial L se sustiltuyo por 
un operador de diferencias de cinco puntos Á en cada nodo 
e, mientras que en los nodos de frontera y se profija la con- 
dición de contorno de primer género. Notemos que el molde 
del operador Á en el nodo regular está constituido por los 
nodos de la red, mientras que en el nodo no regular dicho 
molde contiene aunque sea un nodo que pertenece a y, sin 
embargo, éste no es obligatoriamente un punto de la red 
introducida. 

Nuestra tarea consiste en anotar las ecuaciones en dife- 
rencias de tal modo que relacionen entre sí las incógnitas 
sólo en los nodos de la red. Para eso es menester transformar 
las ecuaciones en diferencias en los nodos no regularos, tras- 
ladando al segundo miembro los valores de la solución bus- 
cada, conocidos sobre y. En este caso variará la estructura 
del operador de diferencias Á en cada nodo no regular. ll 


pPerador A transformado en los puntos o lo designaremos 


con A. Debido a esto resultará construido el esquema de 
diferencias 


Ay= —q (0, Eo, 
$ + Ñ (22) 
Ay:=—Q(x), z2€0, 

donde Ay=Y_-2» Ll Yz..- 

Pasemos a la construcción del método para resolver el 


problema (22). Sea G, un rectángulo que contiene G, los lados 
del cual están formados por las rectas de las familias de 


rectas construidas más arriba. Con w, designemos el conjun- 
lo de los puntos x;; de la red introducida anteriormente que 


—_ , o XK 
pertenecen a Gp. Es evidente que o = 0 Uw es parte de 
la red (07. Con yy designaremos la frontera de la red wy. 
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De este modo, «y es una red rectangular uniformo respecto 
a la dirección zz, sobre cl rectángulo G,, en una parte de 
nodos de la cual están dadas las ecuaciones en diferencias (22). 

Observemos que el problema Au = f (2), 7 € wp, u (1) = 
= Q para z E yo, donde A es el operador de diferencias ante- 
riormenie definido, podrá ser resuelto con eficacia utilizando 
uno de los métodos directos trazados en los capítulos III y 
IV. Nuostro objetivo consiste on reducir el esguoma (22) al 
problema indicado sobre la red «my con el segundo miembro 
f (x) cspecialmenteo elegido. 

Planteemos el problema: elegir la función y (x) de modo 
que la solución dol problema 


o + 
Ay = — (2), TEO, Ay= —yY (2), TEO, (23) 
Ay =0, TEO—0, y (1) =0, E Yo 
satisfega la igualdad 
ña 4 3 
Ay=—(2), 2E0. (24) 


Si se halla la función y (x), entonces las soluciones de lo3 
problemas (22) y (23) coinciden en los nodos w. 

Para buscar la función y (x) procederemos del modo si- 
guiento. Primeramente reducimos (23) al problema, cuyo 


segundo miembro difiera del cero únicamente sobre w. Con 
este fin, definimos la función auxiliar v (x) que es la solu- 
ción del problema 
Av=-—Q(2), z2E0, ÁAv=0, 2ZE0y4—U, (25) 
v (1) e O, TÉ Yo: 
Notemos que la función 2 = y —v es la solución del pro- 
blema que satisface las exigencias formuladas 
Az=0, Eo, Az= —y(z), Eo, (26) 
Az=0, TZ E My — 0, z (1) =0, TÉ Yo- 
Además, si y (x) es la función buscada, entonces de (23) — 
(25) obtendremos 

y* (2) = —A*z=q* (2) + Atv (2), zEw. (27) 


Señalemos que en virtud de la linealidad del operador A, 
homogeneidad de la condición de contorno y de la estructura 
del segundo miembro del problema (26), la solución 3 (x) se 
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expresa linealmente por medio do y (z). Ya que A* es 
también un operador lineal, entonces de (27) se desprende que 
y (2) y y* (x) deberán estar relacionadas medianto una razón 
lineal. Puesto que las funciones «p (1) y y* (x) están prefija- 


El 
das on un mismo conjunto w, dicha razón tiene la forma 


1 3A 

az Ep) =P* (2), 260, (28) 

130) 
donde a (z, E) son ciertos coeficientes. Si encontramos dichos 
coeficientes, entonces la solución del probloma inicial (22) 
consistirá en obtener la solución del problema auxiliar (25) 
en calcular la función p* (x) según la fórmula (27), en resol- 
ver el sistema de las ecuaciones algebraicas (28) para deter- 
minar y (z) y en resolver el problema (23) para encontrar 
y (zx) en los nodos de la red w. 

Los coeficientes a (x, E) se hallan con ayuda de un pro- 

cedimiento análogo al expuesto en el punto 2. Supongamos 
que w (x) es la solución del probloma 


Aw=0, r€u, Aw = —$ (1 — yn), ZE, 

Aw=0, ZE —0, wíz)=0, zxEYo 
donde y es un nodo perteneciente a 0. Entonces 

a (2, n) = —A*v (2), zx€ 0. (29) 
Eligiendo en calidad de y sucesivamente todos los puntos 


o , Obtendremos según la fórmula (29) todos los coeficientes 
a (z, E). Con esto finalizamos la construcción del método que 
permite resolver el problema de Dirichlet de diferencias 
para la ecuación de Poisson sobre una región arbitraria. 
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Capítulo 
XV 


Métodos de resolución de 
ecuaciones elípticas en coordenadas 
curvilineas ortogonales 


En este capítulo se examinan ejemplos do resolución de problemas 
de diferencias, los cuales aproximan problemas de contorno para 
ecuaciones elípticas en sistemas de coordenadas curvilíneas. Para los 

roblemas en sistema de coordenadas cilíndricas y polares se aclaran 
as condiciones de aplicabilidad de los métodos directos e iterativos, 
en particular, del método de las direcciones variables. 

En el $ 1 se cita cl planteamiento de los problemas de contorno 
para las ecuaciones diferenciales. El párrafo 2 está dedicado a la expo- 
sición de los métodos directos e iterativos de resolución de problemas 
de diferencias cn la (r, z)-—geometría, y también de los problemas sob- 
re la superficie de un cilindro. En el $ 3 son examinados los méto- 
dos de resolución de problomas de diferencias en un círculo, un anillo 
y en un sector anular. 


S 4. Planteamiento de los problemas 
de contorno para las ecuaciones diferenciales 


1. Ecuaciones elípticas en un sistema cilíndrico de coor- 
denadas. Sea dada la ecuación de Poisson 


Lua tt — f (1), z=(2,, Ta, Zy). (1) 


SI para esta ecuación se plantea el problema de buscar la 
solución en un cilindro circular finito o en un tubo circular, 
entonces es natural examínarlo en coordenadas cilíndricas. 
En este sistema de coordenadas la ecuación de Poisson (1) 
tiene la forma 


t 9 Ju í ¿uu deu 
| +) ETE Can 


=—/(r, Q, 2), (2) 
donde r=/ 242, te pQ=T21/Z 1) 2=23. 


400 


La ecuación (1) describe, por ejemplo, la distribución 
estacionaria de temperatura u == u (2,, Za, 74) €n un medio 
homogéneo. Si el medio no es homogéneo, pero es isotrópico, 
entonces en lugar de (1) se debe examinar la ecuación 


3 
Lu = div- (k grad u) = 2 $7 (1 (2) +=) = —/Í (1), (9) 
Com 


a la cual le corresponde en el (r, q, 2) sistema la ecuación 
1í 09 du it 0 du 9 du 
Exp = 7 3, (7 3r) tra O (1-57) e 

(4) 


Si el medio es anisotrópico, es decir, si el coeficiente de 
conductibilidad térmica depende no solamente del punto, 
sino también de la dirección, entonces en lugar de (3) tendro- 
mos la cucuación con derivadas mixlas 


3 


Lu= > 7 (kasa) =—1(0). (5) 


Q, Pu1 


A la ecuación (9) en un sistema cilíndrico de coordenadas Je 
corresponde la ecuación 


1 0 7 0%, kia 08,7 Qu 
Ligas 3 [ o (hp Se +3) ]+ 
1 9 (7, 2, Ena da O 
rl Sr 


117 0 ka du 7] 0 : 
+ To da e) 000 0) 


donde los cueficientes kag se expresan mediante kyg por 
las fórmulas: 

y = hy, cost p + (k1a + han) sen q cos q + kz sen” q, 
ky2 = hiya cos? q 4 (Ha — k11) sen p cos p— ka, sen? q, 

lia, = kz, cos? p + (lega — Ks1) sen p cos o — ky2 sen? p, 

k22 = di, sen? p — (Kya + h21) sen q cos y + deza. cos? y, 

le,3= dya 608 p + gg 800 q, haa = kgs Cos p— kya sen q, 

Es, = ka, cos p + hggsen p, Kga=ka2 cos p— kg sen O, ks9= kg 


4U1 


2u—0357 


La ecuación (6) se llama ecuación con derivadas miztas en un 
sistema cilíndrico de coordenadas. Si kag = 0 para a 3 P, 
entonces (6) toma la forma 


bad (o) 
Es 


donde k. =kaa, A =41, 2, 3, y se llama ecuación sin 
derivadas mixtas, 

Señalemos, que si lag = kgu, entonces kog = pa y 
viceversa. Las ocuaciones (2) y (4) citadas más arriba son 
casos particulares de la ecuación (7), correspondientes a 
ka=1 y ko =k. 

La ecuación (5) será fuertemonto elíptica, si existe una 
constante c, >0 tal, que para cualesquiera ÉE,, Ez y Ey es 
válida la desigualdad 


3 3 
pa ban (2) EaEs>ca1 2 Es. (8) 
E, 1 pS 
Si en (8) hacemos un cambio, poniendo 
E, =E, cos p—Ez sen p, Ez =E,sen p+E,c0sp, Es=És 
entonces la desigualdad (8) toma la forma 
3 3 
El El Ser o 
DA Kkaghabg>C1 a, (9) 
En la práctica se encuentran con más frecuencia dos 
casos. 
A) En el caso do simetría axial los coeficientes y el segundo 


miembro de la ecuación y también la misma solución no 
dependen del ángulo q. Con esto, la ecuación (6) se simplifica: 


LyyU == . + [1 (Eu dr + his 93 +)]+ 
+7 (Maira 9) = Hr, 2), (10) 


y en ausencia de derivadas mixtas la ecuación, correspon- 
diente a (7), tiene la forma 


La=+ ji lr) = 10d. (1) 
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B) En el caso plano los coeficientes, el segundo miembro 
y la solución de la ecuación (6) no dependen de z y, por con- 
siguiente, la ecuación (6) toma la forma 


te 


- Kana 0 
mn 7 [a e nic —=a +) = Hr p). (12) 
Si las derivadas mixtas están ausentes, entonces la ecuación 
tiene la forma 
10 7 Qu 1-0 157 0 á 

Lo 3 (o) hr (rg) 10. (13) 
En el caso plano se dice, que (12) y (13) son ecuaciones olíp- 
ticas en el sistema polar de coordenadas. 

Señalemos que cuando k, =1, a = 41, 2, 3 las fórmulas 
(11) y (15) describon la ecuación de Poisson en los (r, 2) y 
(r, q) sistemas de coordenadas. 

Algunas veces se exige resolver la ecuación de Poisson 
o una ecuación elíptica más general sobre la superficie de 
un cilindro de radio /t. En esto caso 


1.08 (k 
La=+ 35 | FR ia Sa + )+ 
0 Koa 0 0 
a 32 BES = + kas er ) . —Í (q, 2), (14) 
y la ecuación (7) sin derivadas mixtas toma la forma 
1 3170 0 (7 3 
Lau=>+ 2 (ir) lr) = 10.2). (14) 


Señalemos, que el cambio q' = Rgq permito reducir 
estas ecuaciones a ecuaciones clípiicas usuales con coefi- 
cientes variables. 

2. Problemas de contorno para ecuaciones en cl sistema 

cilíndrico de coordenadas. Examinemos primeramente el 
caso de simetría axial. Ya que la solución no depende del 
ángulo q, entonces en coordenadas cilíndricas la (r, 2) región, 
donde se busca Ja solución, es el rectángulo G = (l, <r < 
< £L, l <2< La, ?, > 0). Si la región inicial representa 
un cilindro circular (hueco), entonces ¿, > 

Plantcemos los problemas de contorno para la ecuación 
(10) en un rectángulo G.En la rogión G se da Ja ecuación 
(10), sobre Jos lados r = £y, 2 = l¿ y z = Ly, se prefija 
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úna de las condiciones de contorno de primero, segundo 
o tercer género. Por ejemplo, las condiciones de contorno 
de tercer género tienen Ja forma: 


-= Qu > 0u 
— Ki, Ar — as = 44 — El (2), r=£,, 


0 T 0 E = 
sr ts = 434 —83 (1),  2=lg, (15) 


3 04 y 0u 
— kg 7 — kg 57 = 34 — 83 (1), 2 =fg 


Para 1, =0 la ecuación (10) tiene una singularidad sobre 
el eje r =0. En este caso se interesan, de ordinario, pot 
las soluciones acotadas. Si £, > 0, entonces sobre el lado 
r =l, puede estar dada una de las condiciones de contorno 
de primero, segundo o tercer género. Por ejemplo, la con- 
dición de contorno do tercer género tiene la forma 


Z 0 Z 0 S Z 
Fs y + bs UM 8 (2), r= E, >0. (16) 


Si ¿, = 0, entonces una solución acotada se separa por la 
condición 
sy 0u y 08 

Mm r (Ey 37 + Eso 7) 0. 0 
En las condiciones (15) y (16) x3* (2) y x3 (7) son las fun- 
ciones no negativas. Si sobre la frontera del rectángulo G 
están prefijadas las condiciones de contorno de segundo 
géncro (x«% == 0), entonces el problema (10), (15) y (16) 
es soluble solamente al cumplirse la condición 
Li Ls La 


¡ j rf (r, 2) drdz+ j [2,8 (0) +18] (2) d2+ 
tula t, 
Li 


+ | rler (0) +85 (rdr=0. (18) 


la 


En este caso la solución no es única y se determina con exac- 
titud hasta una constante, es decir, u (r, 2) = Un (r, z) + 
+ const, donde up (r, 2) es alguna solución. 

Examinemos ahora la ecuación (14) sobre la superficie 
de un cilindro. in las coordenadas (p, 2) la región, donde 
se busca la solución, es el rectángulo G = (4 <  < La, 
h432123< La La — la < 21). 
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Sobro los lados z == 1, y 2 = £y pueden ser dadas con- 
diciones de contorno de primero, segundo o tercer género, 
por ejemplo 

4 % 
R Kg AS 9z == 7 (0), z= la, 

19) 
ik 0 du ( 
SE ls0 7 hos 7 du 8 (p) z=L£y. 
Las condiciones de contorno de tal género pueden ser prefi- 
jadas sobre los lados p = la y y = La, si la superficie no 
es cerrada (La — l, < 21). Por ejemplo, las condiciones 
de contorno de tercer e tienen la forma 

4 — 

70 hn jo + a = = 4¿U — 8 (z), P == la, 
(20) 


iz du 
— 71 ha ha GU Ela. La. 


Aquí xE (2)>0 y x2(9)>0. 
La condición dla solubilidad del problema (14), (19), (20) 
para x3 == 0 tiene la forma 


La La L, 
frio ndod+ lora 
la ta la 
Ly 
+1 [83 (p) +83 (p) dq =0 
ly 
Si la superficie es cerrada (L, — l, = 21), entonces los 


lados y = La, y y = £, se identifican y se plantea el pro- 
blema de har una solución periódica con período 2x de 
la ecuación (14), que satisfaga sobre los lados ¿ = ly y 2 = £, 
una de las condiciones enumeradas más arriba. Si en dicho 
caso para las condiciones (19) x*$ = 0, entonces Ja condición 
de solubilidad (con exactitud hasta una constante) del pro- 
blema indicado tione la forma 


La La La 
| ¡ o, 2) dp dz+ f les (0) 4 83 (9)] dp =0 
ly la lá 


Formulemos ahora los planteamientos de los problemas de 
contorno para la ecuación (12), definida en un sistema de 
coordenadas polares, en el caso, cuando la región que se 
examina en variables cartesianas es un círculo, un anillo 
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o un sector anular. A las regiones indicadas en las coorde- 


nadas (r, qp) les corresponde el rectángulo E = (1 <r < 
<£t,lkl<0< Lo, 1h>0, £i— L<?2n). 

Supongamos primeramente que la región inicial es un 
circulo. La ecuación (12) se da en G; para r = £, se pone 
una de las condiciones de contorno de primero, segundo 
o tercer género. Por ejemplo, la condición de contorno de 
tercer género tiene la forma 


EP E 2 —xtu—g! (9), r=Lj. (21) 


Para la corrección del problema (12), (21) es necesario impo- 
ner una condición complementaria en el centro del círculo. 
Por lo común se busca una solución acotada para r = 0. 
Esta solución satisface la condición 


y 7 0u Kig 9UNY _ 
lím r (Au +A 7) =0, (22) 
En vista de que en un sistema de coordenadas polares el 
punto r=0 del plano (x,, z,) tiene una coordenada Q 
arbitraria, entonces todos los puntos del lado del rectángulo 
G para r = 0 se identifican. Con esto u (0, q) = uy = const 
para l, Xp < £. en virtud de la continuidad de la solu- 
ción. 

A continuación, los lados p = la y p = Lo se identifican 
y se plantea el problema de hallar la solución periódica con 
periodo 21 de la ecuación (12), que satisface las condiciones 
enumeradas más arriba. 

En el caso, cuando para r = £,y está dada la condición 
de contorno de segundo género (21) con x? (q) = 0, entonces 
la solución del problema existe, si se cumple la condición 


21 Ls 27 
VS rim Dardo +L, | 81 (9) dp=0, (23) 
0 0 6 


Al mismo tiempo Ja solución no es única y está definida con 
exactitud hasta una constante. 

Sea ahora la región inicial un anillo, es decir, l, >0. 
En este caso se busca una solución periódica con período 2:1 
de la ecuación (12), que satisfaga una de las condiciones 
de contorno de primero, segundo vu tercer género sobre los 
lados r == l, y r == £,. Mostremos el tipo de una condición 
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de contorno de tercer género sobre el lado interior del anillo 
Ko du Ss 
En ár E it u—g8] (pp), r=ly, (24) 


donde x; (p) > 

Si están ci las condiciones de contorno de segundo 
género (21), (24) con x** (p) = 0, entonces la solución del 
problema planteado existe, si se cumple la condición 


23 Lr 25 
| | id j [181 (0) + 1,8, (9)] dp =0. (25) 
0 t, 0 


En este caso la solución está determinada con exactitud hasta 
una constante. 

Si la región es un sector anular (1, >0, L¿ — l. < 2m), 
entonces se plantea el problema de encontrar la solución de 
la ecuación (12), que satisfaga una de las condiciones de 
primero, segundo o tercer género sobre los lados del rectán- 
gulo G, en particular las condiciones (21), (24) para r = £, 
y r =l, y las condiciones de contorno de tercer género 


AA p= la, (26) 
= 0 Kag 0 


para Pp=l2 y p=L£a, x+ (r)>0. 

Si son dadas las condiciones de contorno de segundo 
género (21), (24), (26) con x2 (qp) =0 y x2 (r) =0, entonces 
la solución del problema existe, si se cumple la condición 


Ly, Er Lz 


y [rito 0 drap+ | (Lagt + 18D do + 
ly tx la 
E; 


+1 (6 +Ej)dr=0. (27) 


tx 


Con esto la solución no es única y se determina con exactitud 
hasta una constante. 
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$ 2, Resolución de problemas 
de diferencias en un sistema cilíndrico de coordenadas 


4. Esquemas de diferencias sin derivadas mixtas en el 
caso de simetría axial. Examinemos los problemas de con- 
torno para las ecuaciones elípticas que no contienen deriva- 
das mixtas en un sistema cilíndrico de coordenadas para el 
caso de simetría axial. 

En el rectángulo G=(<r<£,j lX21X<L£y3 
[, > 0) se exige hallar la solución de la ecuación 


Le) (2) 1000 
(r, 23€G, (1) 


que satisfaga sobre la frontera del rectángulo G las siguientes 
condiciones de contorno: 
1) sobre el lado r=h, L<2< £sz, 


u (r, 2)=87 (2), si 1,>0, (2) 


Ox 


> =%4u= g] (2), si 1, >0, 


(3) 
9 0 e 
lim rky -=0, si l,=0; 
2) sobre el lado r=L,, l¿<zXL£a, 
u (r, 2) =8] (2) (4) 
Ó 
, 
— ht — 81 (0); (5) 
3) sobre el lado 2=l;, |, <r<L£,, 
u (r, 2) =85 (r) (6) 
ó 
ley == x03u— 83 (1); (7) 
4) sobre el lado 2=L£Lj3, L,<r<E,, 
u (r, 2) = g3 (r) (8) 
Ó 
Ó 
— la 2 =>u— gi (r). (9) 
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Se supone, que los coeficientes satisfacen las condiciones 
ky (r, 2) >06>0, kg lr, 2 >c,>0, 
q (r, z) >0, 
x*2(2)>0, xi(m>0. 

En el caso, cuando q =0 y x2 =0 en las condiciones 
de contorno (3), (5), (7), 0) 6 !, =0 y están dadas las con- 
diciones de contorno de segundo género (50), (7), (9), exigimos 
el cumplimiento de la condición de solubilidad (véase (18) 
$ 1). 

Examinaremos combinaciones cualesquiera de las con- 
diciones de contorno (2)—(9). Construyamos los esquemas 
de diferencias, correspondientes a los problemas de contorno 
indicados, Ñ 

Introduzcamos en la región G una red rectangular no 
uniforme arbitraria 
o =((" 4, Za) € G, =riy HR (1), 1<i<N 
Pro=b, rm=Liy 2424-14 +ha1k), 

IEK<ÑA Zo = ly, 2y, = La), 
definamos los pasos medios 


0,5, (1), m=0, 

o (m) = | 0,5 [%, (m)+h,¿(m-+ 1), 1 m<N,—1, 
ORINA), m=N,, a=1, 3, 

y la función reticular de una. variable 

(1), 1=0, 

ta, 1 5>0. 


En el caso más simple cuando los coeficientes %,, ka, 
q y f son continuos, determinaremos los cocficientes del 
esquema de diferencias mediante las fórmulas 


pli=r, 1<i<N,, p(0)= 


as (it, k) =rik (ri, za), a (8, h)=dk3 (74, 21), 
d(i, k)=q(F75, 21), p(i, k) =P (7), 24), 
dondo r, =7,—0,5%, (8), 2, =2, —0,5hy (h). 
Utilizando las notaciones introducidas, aproximemos (1) 
por la ecuación en diferencias 
(aun; + (0347). — dy = —0, 1<i<N —1, 
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Aproximemos exactamente las condiciones de contorno de 
primer género (2), (4), (6), (8): 


y(0, k)=8] (24) 0<k<Ny, (11) 
YN k)=81 (24), USAN 5, (12) 
y(1,0)=8 (1)  0s5i<N4, (13) 
y(, Nj=83 (1) —0<i<N, (14) 


El análogo de diferencias do las condiciones de contorno (3) 
tiene la forma 


Se Ur (asu, — (d+ )v=-— PA ¿=0, (15) 


donde ci y 4=E -0, si ly =04, Las 
condiciones de contorno (5), (7), (0) se aproximan de la 
Pa manera: 


4; 
E y (a) (d+ E) —9 E, i=Mi (08) 
As SK NM —1. 
y—(a+7)y=-0-%, k=0, (17) 
1 $ 43 
5 (ay) y (d+) y= 932, k=Ny (18) 
donde 1 X<i¿i<N,¡— 1. Aquí han sido utilizadas las nota” 
ciones 4* = 4, (i +1, k), aj" = 43 (1, k + 1). 


Si sobre los lados del rectángulo G que se intersetan son 
prefijadas Jas condiciones de contorno de tercer género, 


entonces en Jos nodos angulares de la red w se ponen las 
o pes contorno 


1 
r] (a,Y7) E 


A $7 £a 
(dy. E, (10) 
E 

A E 
7 ye q e a (a +3 + E)y A E (20) 
i=N,» k=0, 


Q a ei A £1 gt 
— > Y— 2 y (d+ ih+ 5) y a 
i=N, k=Ny (22) 


Como antes, si l, = 0, entonces en (19) y (21) se debe poner 
Xx =8, 

e teios que el problema de diferencias (10), (15)-—(22) 

con las condiciones de contorno de tercer género sobre cada 


lado del rectángulo G puede ser escrito del modo compacto 
Ay = —f, 0O<i<NÑN1» O<k<NWAs, 


23 
A=A+ Ap f=0 + Qu/h1 + Qa/fo, dd 
donde 
gi, 1i=0 
pi (E, k)= 0, 1<:i<N,—1, 
81) i=N,, (24) 


83, k=0, 
ps(t,k)=% 0, 1<k<N¿—1, 
E31 k=NMVa, 


y los operadores de diferencias A, y Ay se dan por las fór- 
mulas 


+41 
Muda (++ +) y Y» ¿=0, 
My =1 (0147), —dy, 1<i<N,— 1, (25) 
ay x+ 
Ll — ¿(d+ E ¿i=N y OSk<N 3 
(E Y¿— (d,+25)y, k=0, 
Asy = (2347), — day, IESkK<N¿—1, (26) 


a 


Aquí d, + dí =d, d,>0 y d,¿ >0. 
Hallemos las condiciones de solubilidad del esquema de 
diferencias (23) en el caso d==0 y xa =0, a = 1, 2. 
En el espacio A de las funciones reticulares, dadas sobre 
«, definamos un producto escalar por la fórmula 
Ni Na 


(u, v)= 2 2 k) p (E) A, (2) Ag (4). (27) 


Definiremos los operadores A, y Ay, los cuales actúan en HY, 
poniendo A, = —Agu, Y = 1, 3. Entonces el esquema de 
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diferencias (23) se puede escribir en la forma de la ecuación 
operacional 


dAu=f, A=A, + As. (28) 


Empleando la primera fórmula de Green de diferencias 
hallaremos, para el caso d=0 y 4% =0, que 


NN, 
(Au, v) ZA dan hy (2) Rig (K) (ayuzo),, + 


N N, 
+4 20% (000 (auoda = (e, 40), 


Por consiguiente, el operador A es autoconjugado y no 
negativo en HH, al mismo tiempo (Au, u) = O únicamente 
en el caso, cuando u (i, k) = constó u (i, k)=0. De aquí 
en virtud de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski 


(4u, u)? < (Au, Au) (u, u) 


se deduce, que Au = 0 para u =+ 0, si u es constante sobre 0. 
De esta manera el núcleo del operador A consiste de las 
funciones reticulares, iguales a una constante sobre la red 
w. Por eso el problema (28) es soluble, si se cumple la con- 
dición (f, 1) =0 ó, en virtud de la definición de f, ó sea, 
la condición 


N, N, 


2 S oh, + Y na losi+0s )+ Y mole + et)=>0. (29) 


La condición (29) es el análogo de diferencias de la 
condición (18) de solubilidad del problema diferencial, co- 
rrespondiente al problema de diferencias (23). 

Si la condición (29) está cumplida, entonces la solución 
del problema (23) para d =0 y x2 =0 existe, pero no es 
única y dos soluciones cualesquiera se diferencian en una 
constante. Por eso se puede separar una de las posibles solu- 
ciones, fijando el valor y (¿, k) en algún nodo de la red o. 
2. Métodos directos. Examinemos un caso, para el cual 
los problemas de diferencias (10)—(22) pueden ser resueltos 
por“uno de los métodos directos expuestos en los capítu- 
los TIT y IV, 

Sean los coeficientes k,, ka y q de la ecuación (1) no depen- 
dientes de z, es decir, k, =k, (7), kg = ka (, q = 2 (5, 
en las condiciones de contorno de tercer género (3), (5), los 
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coeficientes x| y Xx; son constantes, y en las condiciones (7), 
(9%) «3 =x>x3=0, 

Se admiten combinaciones cualesquiera de las condicio- 
nes de contorno (2)—(9). Se supone que la red w es uniforme 
respecto de z, es decir, hz (k) == hg, y puede ser no uniforme 
respecto a r. Bajo las suposiciones indicadas los problemas 
de diferencias (10) —(22) pueden ser resueltos o bien mediante 
el método de reducción completa, o mediante el método com- 
binado de reducción incompleta y de separación de varia- 
bles. 

llustremos la posibilidad de aplicación de los métodos 
directos con ayuda de un ejemplo, en el cual sobre los lados 
r=d yr =£;, se prefijan las condiciones de contorno de 
tercer (segundo) género (3), (0), y para 2 = ly y 2 = £y, 
las de segundo género. Otras combinaciones de condiciones 
de contorno se examinan de manera análoga. 

El esquema de diferencias, correspondiente al problema 
planteado, tiene la forma (23). En virtud de las suposiciones 
hechas más arriba los coeficientes del esquema de diferencias 
se determinan por las fórmulas (compárese con el punto 1) 
414 =41 (i) =T ik, (1),  0g = %g (1) = Kg (11), d = dí) = 
= q (r;¡), así que az' = az. En la definición (25) del opera- 
dor de diferencias Á, elijamos d, = d, y en las fórmulas (26), 
que definen el operador Az pongamos x3 = Xx =0, dy =06 
Ya que la red w es uniforme respecto a z, entonces en (26) 
la expresión en diferencias (asy;)2 se debe cambiar por 
UY 

Reduzcamos ahora el problema de diferencias (23) a un 
sistema de ecuaciones vectoriales tripuntuales. Para esto 
introduzcamos el vector de las incógnitas 


Y, = (y (0, lp, y (l, dr... Y (Ni, le), 0<*k< Nas 
el cual contiene los valores de la función reticular buscada 


sobre la k-ésima fila de la red w, y el vector de los miembros 
derechos 


Fr = (00f (0, l), OÍ (L, E), ---, On (Was 4), 
Ú <= ke <= Na, 


donde 0, = Ya (1), UiNÑN,. Definamos la matriz 
cuadrada €, poniendo 


CY, — (QE E 9,A1) y (0, k), . . .3 (2E => On, Ay) X 
X y (Na, k)). 
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Utilizando estas notaciones, escribamos el esquema de dife- 
rencias (23) en la forma vectorial 
CY —2Y,=Fo k=0, 
—Y mos HOY — Y RP 1 SENA, (50) 
¿mo itCYn, =Fy, k=Nj3. 

Para convencerse de esto, es suficiente multiplicar cada 
ecuación del esquema (23) por (—0¡) y pasar a la escritura 
vectorial. 

Recordemos, que el método de reducción completa para 
el sistema (30) fue construido en el punto, 4 del $ 4 del 
cap. 111. El método combinado de reducción incompleta 
y de separación de variables fue examinado en el punto 2 del 
$ 3 dol cap. IV. Aquí la dilerencia de los ejemplos examina- 
dos en los capítulos J11 y [V se encierra en otra definición 
del operador A,. Pero como el operador de diferencias A, 
por anticipado es tripuntual, entonces esta diferencia no 
influye ni sobre la construcción de estos métodos, ni sobre el 
carácter de la dependencia del número de operaciones aritmé- 
ticas del número de nodos de la red w. Si N¿ = 2”, enton- 
ces el número de operaciones aritméticas para los métodos 
indicados se estima por una magnitud O (N,N; logs Ny). 

Como conclusión señalemos, que la aplicación del método 
combinado con la separación de una de las soluciones en el 
caso degenerado (d==0, 11 = x2 = 0) está descrito detalla- 
damente en el punto 2 del $ 4 del cap. X1l para ol sistema 
cartesiano de coordenadas. 

3. Método de las direcciones variables. Examinemos ahora 
un caso particular del problema (1)-—(9), para el cual A, = 
<= ka (1), kg = kg (2), q = const, x2 = const, a =1, 3, 
y sobre los lados del rectángulo G está dada cualquier com- 
binación de las condiciones de contorno (2)—(9). En este 
caso se separan las variables en el problema (1)—(9). 

Se supone, que la red w es arbitraria y no uniforme por 
cada dirección. Bajo las suposiciones hechas, los problemas 
de diferencias (10)—(22) pueden ser resueltos mediante el 
método de las direcciones variables con la elección óptima 
de los parámetros iterativos, el cual está citado en el capí- 
tulo XI para el caso de un sistema cartesiano de coorde- 
nadas. 

Ilustremos la aplicación de este método en el ejemplo, 
en el cual sobre los lados del rectángulo G están prefijadas 
las condiciones de contorno de tercer género (3), (5), (7), (9). 
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El esquema de diferencias, correspondiente al problema (1), 
(3), (5), (7), (9), tiene la forma (23), donde los operadores 
A, y Ag están definidos en (25), (26), y los cocficientes as, 
da, d, y da se dan por las fórmulas a, (¿) = rik, (r), as (4) = 
<= kg (Zn), dí = di =0,5d, d =q. 

En el punto 1 fue mostrado, que el problema de diferon- 
cias (23) puede ser escrito en la forma de la ecuación ope- 
racional (28) 


Au =f, : = Á, + Ás 


en el espacio de Hilberl 4 de las funciones reticulares, defí- 
nidas sobre 6. Indíquemos las propiedades fundamentales 
de los operadores A, y As: 

1) los operadores A, y Ag son conmutables, 4;43 = 
= AgAy; 

2) A, y 4 son Jos operadores autoconjugados, (A, u, y) = 
= (u, Agu); 

3) los operadores A, y Ag son acotados y no negativos, 
es decir, para cualquier u € H están cumplidas las desigual- 
dades 


64, (Y, U) E (Aqu, €) < Ag (u, u), 
0, >0, Ay >0, a=1, 3. (31) 


Realmente, la conmutatividad de los operadores A, y Ay 
se doduce de la estructura de los operadores A, y Ax y de la 


suposición con respecto a los coeficientes ky, kg, q y xé. 
Á continuación, utilizando la definición (27) del pro- 

ducto escalar en HA y las fórmulas de Green de diferencias, 

vbtendremos para A, y cualesquiera u, LE H la igualdad 


N, Na 
(A,u, v)= pa pa hy (3) Big (ke) (a uz) ¡y 


N, 
+d,(u, 0)-+ 3) Ma 06) [xgpuo limo +00 limar] (82) 


y la igualdad análoga para A; 
ERA 
(Azu, v) = 2 Zi po (2) A, (2) hy (1) + (AgUzD=) ¿y añ 
N, 
+dy(u, v)+ 2 P (1) R, (3) [xzuv |n=o + 340 |:=8n,]. (33) 
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Cambiando de lugares u y v, nos cercioramos de la autocon- 
jugación de los operadores A, y Ag. 

Si ponemos aquí u = y y tenemos en cueuta las condicio» 
nes kh >0>0 k£i>c1>0,q>0:%%>00=1, 3, 
entonces hallaremos, que los operadores A, y A¿ son no nega- 
tivos, es decir (Ayu, 4) >0. Si está cumplida la condición 

d+ a+ (mJ320, a=1, 3, (34) 
entonces la respectiva Ó,, es positiva. Supongamos que se 
cumple (34). 


Daremos lu estimación inferior de 04. 
Del lema 16 del capítulo V para ¿ fijo, 0< ¿< N,, obtenemos 
la estimación 


N3 N3 
2) hg (6) 2 (1, 1) D] dig (6) 3 (e) ul (e, de) Y 
=( hal 


N3 
+ da Y) ig (E) ul (a, d) zu? (1, 0) xx jul (e, Ny), (85) 
k=0 


donde 1/87 = máx v (k), y v (k) es la solución del problema de con- 
0<A<N4A 
torno 
(23U2) + — dao = —1, i< k<X Na — 1, 


+ yde 
a 0.—(4 + E )»=-4, k=0, (36) 


Puesto que se cumple la condición (34), entonces la solución del proble- 
ma (36) existe y es única. Multiplicando ahora (35) por p (t) fi (i) 
y sumando según ¿ desde 0 hasta N,, obtendremos la desigualda 

Óg (u, u) < (Ayu, u). Resolviendo numéricamente el problema (36), 
determinaremos 6j. Así pues, hemos hallado la constante 9¿. Análo- 


gamente se estima la constante 8,: 1/6, = máx v (:) donde v (1) 
ISIZN] 


es la solución del problema de contorno 


1 cl = 
y aa: —dp=—1, 1<1< Ni—1, 


y AA 1 fu 4 
A a a (87) 
e 
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Obtenganios ahora estimados para Ar Y Ag. De (33) pata u = v halla- 
remos 


Ni Na 
(Agu, 4)= 009%) [ 9) ha (0) as (c) uZ (i, K)+ 
ia) R=l 


Na 
+da Y) fia (1) u? (e, k) + gu? (e, 0) 4 ju? (e, Ng)]. 
24==0 


Estiememos la expresión que se encuentra entre los corchetes, Del 
lema 16 del capítulo Y obtenemos 
Na 


dy A u2 (e, kk) fig (0) rule, 004 ut (i, Va < 
hk=0 


< mM, » da (1) u2 (E, k) ha (k)4- Y By (1) u? (í, 19]. (38) 


dondo m,= Máx w(k), y w(k) es la ana del  probloma 
DEAN 


de contorno 
(Aga w=—d3, 1<k< N¿—4, 


A ss E) Es 
ña 1D y —1W= — de + ha , kh = 0, (39) 
a xl 
Utilizando el lema 17 del capitulo V, tendremos 
N3 Na 
Y] 02 (1) U3 (0, k) ha (E) < my Y) fig (Ju? (e, E), (40) 
=1 Kk=0 


. ($ My a) 2 
RN)? 3 (0) ” sl DIOS 


x [33 (k) 4 La (6-51) 1) 
ha 0) 7 hg(k4-1) 3)" 


De (38) y (40) se deduce la estimación 


Na N3 
Y) ha (e) as (6) ul (l, 1) Hda Y) Ag (ue, 
k=1 k=0 


Na 
+ xgu? (é, 0+xiu? (3, Ny) X As y Rig (k) uy? ki, o), 
h=0 
As =M, + Ma (1 + my). 
Multiplicando Fa desigualdad obtenida por p () A4,( y sumándola por 
i desde O hasta N,, tendremos la estimación (Azu, uU)< As (u, 16). 
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Do forma anúloga se encuentra Az: Ay=m,-> Mo (my), donde 


mj= múx w(), y w() os la solución del problema de contorno 
0EÍEN1 


p 
+ 
0 m.—»=-—(4, + EN > ¿=N,, 


al mismo tiempo 
ay (Ny) 21 (1) 
PINAR (NY? e0A(0) ” 
e 2 (011), a1(14-1) 
¡<isn 1 LORO) JADE hi (671) 
Resolviendo numéricamente el problema (41), determinaremos m, y, 


por consiguiente, A,. De esta forma son ladas las constantes da 
Y Ag, 4 =1, 3, que figuran en las desigualdades (31). 


my = MÁX 


Rocordemos que el esquema iterativo del método do las 
direcciones variables para la ecuación operacional (28) tieno 
la forma (véase el cap. XI) 


Br rn + + AY =f k=0, 1, ..., yo EH, 
B,=(0 PE+ A) (os E+ Az), T,=0% +08. 


En el punto 4 del $ 4 del cap. XI para el esquema iterativo 
(42), cuyos operadores A, y Ag satisfacen las propiedades 
1)—3) enumeradas más arriba, fue construido el conjunto 
óptimo de los parámetros w0%? y 0%, k =1,2,..., n. 
Utilizando este conjunto de parámetros la exactitud relativa 
e >0 (lYn — € llp < e ll yo — U llo, D = A, £) se alcan- 
za, si se cumplimentan rn > n, (e) iteraciones, donde 


(42) 


no (e) == 107 ln-, n 


E (A, == (As — 03) 
z V 50) (Bs Fs)" 


El conjunto de los parámetros óptimos w%” y wi para el 


caso del segundo problema de contorno (d =0, x1% = 0) 
fue construído en el punto 4 del $ 4 del cap. XII. 
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Ta? 


4. Resolución de ecuaciones definidas sobre la superficie 
de un cilindro. 

Examinemos ahora un método do resolución de análogos 
de diferencias de los problemas de contorno para una ecua- 
ción elíptica sin derivadas mixtas, dofinida sobre la super- 
ficie de un cilindro de radio R. Limitémonos al examen de la 
superficie cerrada según « de un cilindro, puesto que los 
métodos de resolución de los problemas en el caso de una 
superficie no cerrada no se diferencian en nada de los métodos 
de resolución de los problemas planos en variables carte- 
sianas. 


Asi pues, en la región G = (.<0<Á Lao li X<1< 
< Lg, Lg — ly = 2) se busca la solución de Ja ecuación 


it 3 du te] du : 

7 ( +) o (ts) —=qu= —f (0, 2), (9, 2)€6, 
(43) 

periódica respecto a q con periodo 2x1 que satisfaga sobre los 

lados 2 = La y z = £g o bien las condiciones de contorno 

de primer género u (q, 2) = g3 (p) para z = la, u (qp, 2) = 

= g3 (q) para z = £y, Ó do segundo o tercer género 

3 S 3 
or 034 — 85 (P), 2=£ 
(44) 


Ju 
— ka 57 > Wu—g3 (0) 2=L£y, 


ó de cualquiera de sus combinaciones. Se supone que los 
cooficientes satisfacen las condiciones 


ka (0, 23 > >0, ks(p, 2) >c>0, 
(0, 3>0 2 (0) >0. 
En la región G introduzcamos la red no uniformo 
o=((p,, 2x)EG, Pj=P 3-15 Az (7), ISSN», Po = la, 
Pr, = La, 2h = Zp 4 + Ag (ko), LEN a, 20 = ly, 2N, = Ly) 
y definamos el paso medio 
0,5 [kk (1)+h2(Na)l, ¿=0, 
ña (1) =| [ ¿(0 al 2) J | (45) 
00 [kr (P+hGHrit) 1<]<N,—1. 

El paso medio Ag (%) está definido más arriba. 


Aproximemos la ccuación (43) teniendo en cuenta la con- 
dición de periodicidad de la siguiente forma: 


(A0Y 5). + l(as3yz)a —dy= — Y, 05 <N¿—1, 
Y i (46) 
L<EKE<N,—1, 
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donde son utilizadas las relaciones Y 0, =y Na + 3h, 
¡=0, —A, ag (0, k) =a2 (Va, E), ho (0) =hs (Na), las 
cuales son la consecuencia de la condición de periodicidad. 
En el caso de cocficientes suaves da, leg, q y f los coeficientes 
on la ocuación (46) se pueden elegir, por ejemplo, así: 


] 4 ; ¿ 
dj, d)=-=37 ke (0—0,5%a (3). 22), dG, x= (0, 22), 
R 


%a G, ke) ES Kg (py. Ly 0,9Rg (1), Y UT he) E Í (py Zp). 


Las condiciones de contorno de primer género se aproximan 
exactamente 


Y(,0)=83 (Pp), k=0, yO, Na)=8g (0), k=N3 (47) 


para OS] < N¿ — 1, y el análogo de diferencias do las 
condiciones de conlorno (44) de tercer género tiene la forma 
para US j< N¿— 1: 


ap _ A E 83 LS 
(02Y5) e | Ñia Yz (a ñg E Y ha 9 k=0, 

Q8 As l ES (48) 
Cl a Cl de + NS 


En el problema (46), (47) las incógnitas son los valores 
Y (G, KE) para 0O<Sj¡<N¿—1, 1<k<N¿—1, y en el 
problema (46), (48) para los mismos valores j y 0 < k < Na. 

Hallemos la condición de solubilidad del problema de 
diferencias (46), (48) en el caso, cuando d =0, x+ =0. 
Primeramente escribamos el esquema (46), (48) en la forma 


Ay=—f 0<i<S<Ni—1, USk<Ny 
A=Ayk Ag f=Y+Yafs, (49) 


donde el operador en diferencias Ag está definido en (26) 
con dí = d, el operador Á, so da mediante la fórmula Agy = 
=> (ay 0<5ji<Va— 1, y 


gap), k=0, 
Pal, )=30, 1<k=<N¿—1, 
83 (py), k=Ny. 
Sea ahora d=0 y x$ =0. Dosignemos medianto A el 


espacio de las funciones reticulares, definidas sobro o* = 
= ((0, 2)€0, 0<]<N2—41, 0<k< Ns, en el 
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cual definiremos el producto escalar mediante la fórmula 
Ng-i Nx 


(U, v)= Da 2 6 le) o (7, *) Ra (7) Aa 0). 


Definamos los operadores A, y 43, los cuales actúan en A, 
con ayuda de las igualdades: A = —Ayg, 4Agy = —AaY 
donde y (j, k) =Y (G, E) para 0O<j<N¿—1,0=<* <= 
< Ng y y satisface la condición de periodicidad y (f, k) = 
"= Y (Na +], k), j=0, —41. 

Empleando las notacionos introducidas, escribamos ol 
esquema de diferencias (49) en la forma de la ecuación ope- 
racional 


Au=f A=A,+ Az (50) 


Tomando en consideración las condiciones de periodicidad, 
por medio de la fórmula de Green de diferencias obtendremos 
A Na Ng-1 eo 
(Au, v) = —(Au, 0) = pm 2, fig (de) ha (3) (AU V) y Y 
N3 Na-1 


+43 Y MDI (av) =(u, 4). 


Por consiguiente, el operador A es autoconjugado en A. Ade- 
más, oxaminando los valores de (Au, u), hallaremos, que el 
núcleo del operador A consiste de las funciones reticulares 
que toman valores constantes sobre la red w*. Por eso la 
solución del problema de diferencias (49) existe si está cum- 
plida la condición (f, 1) = 0. Sustituyendo aquí f de (49), 
obtenemos 

Na-1 Ny Na-1 

A 29 AMA Z lao) +e5(o)1=0. 
Bajo el cumplimiento de csta condición la solución del pro- 
blema de diferencias (46), (48) para d =0 y xF = 0 existe 
y dos cualesquiera de estas soluciones se diferencian en una 
constante. 

Examinemos el caso, cuando la solución de Jos problemas 
de diferencias (46) —(48) puede ser hallada por los métodos 
directos expuestos en los capítulos 111 y IV. 

PRIMER CASO. Los coeficientos ka, la y q de la ecuación 
(43) dependen solamente de p, x+ = const y la red 6 és 
uniforme respecto de z. El problema de diferencias (46), 
(48) puede ser escrilo en la forma del sistema de ecuaciones 
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vectoriales tripuntuales 
(C+2a9E) Y ¿—2Y, =Fp, *k=0, 
— Y ra CY Yi =Fa, 1<k<N3—1, (91) 
—2Y yy 1 + (C-+2PL) Y ws =PFny, k=V a, 
donde Na = 2”, n>>0 es un número entero, 
Y», = (y (0, fe), y (1, k), a.» Y (No—1, Y), 
F, =(0,F (0, £), 9, (1, £), ..., Ong 1H (N2—1, do), 
CY, =(QE-—0/A)y (0, E), ..., (2E—0On,-14g) y (N2—1, h)) 
para 0 <k< NV3. El operador A, está definido más arriba» 


f(j, k) está dado en (49) y 0, = hifas (), e = hy. Pp = 
== higm3. 
Recordemos que on el punto 3 del $ 4 dol cap. 1H para 
resolver el problema (51) a la condición a* + $? 4 0 fuo 
construido el método de reducción completa. Si a = $ = 0, 
pero d s£ Ú, entonces el algoritmo del método está expuesto 
en el punto 1 del $ 4 del cap. FIT. Para el último caso on el 
punto 2 del $ 3 del cap. IV fue construido el método combi- 
nado de reducción incompleta y de soparación de variables. 
SEGUNDO CASO. Jos coeficientes la, kg y q deponden sólo 
de z, 43 = const y la red « es uniforme respecto a q. El 
problema de diferencias (46), (48) se escribe en la forma del 
sistema de ecuaciones vectoriales tripuntualos 
—Y y, + CY, Y, =Fp4 j=0, 
—Y pa E CY y — Y y 1 A Fj 1<]<N¿— 2, (52) 
—Y ma-2 + EY po-1—Y ¿=Fn,-1> j=NM2—1. 

Aquí N¿ = 2%, n >0 es un número entero. 


Y, =(Y4 0,0), 404,1)... y 0, Na), 
F, = (D0f (7, 0), 0/ (7, 1), On, G, Na), 
CY, ps ((2E ES 0Aj) y G, O), e. (QÉ 5 On, Ag) y G, NY, 


donde 0O<j E£<N,¿— 1. El operador de diferencias Ász 
está definido en (26) con dy, = d y 0, = hi/ag (),0 <k < 
< Ny. El problema (52) puede ser resuelto por e] método de 
reducción completa, construido en el punto 2 del $ 4 del 
cap. HI ó por el método combinado que utiliza el algoritmo 
de la transformación de Fourier discreta rápida de una fun- 
ción real periódica. Este algoritmo está construido en el 
punto 4 del $ 4 del cap. TV. 

Eu cada uno de los casos examinados los métodos directos 
se realizan con un gasto de O (V¿N'¿r) operaciones. 
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Como conclusión señalemos que si los coeficientes satis» 
facen las condiciones ka, = ka (9), ka = ka (2), g = const, 
xi = const, y la red es no uniforme por cada dirección, 
entonces para encontrar la solución del problema (46), (48) 
se puede emplear el método de las direcciones variables con 
el conjunto óptimo de los parámotros: 


Br E + Aya ==, k =0, l,... Yo EHH, 
¿= (ODE + AY) (ODE + Ag), Ty = 02 + 0%, 

Aquí el operador A, = —As, Ay = —Asx3, donde el 
operador de diferencias Ay está definido en (26) con dy = 
= 0,54, y Ay = (ay) — (O, 5dy. Las constantes Ó, y Az 
que son las cotas del operador A, se estiman de la forma 
siguiente: 53 y Az son halladas en el punto 3 del $ 2, la 


constante 6, se encuentra exactamente: 0, = 0,54, y en cali- 
dad de As se puede tomar 


_ 2 (240), 2040 
A A y a (At) rel. 


$ 3. Resolución de problemas de diferencias 
en un sistema polar de coordenadas 


1. Esquemas de diferencias para ecuaciones en un cír- 
culo y en un anillo. Examinemos los métodos de resolución 
de esquemas de diferencias para ecuaciones elípticas sin 
derivadas mixtas en un sistema polar de coordenadas. Pri- 
meramente estudiaremos el caso, cuando la región, donde 
se busca la solución, es un círculo o un anillo en el sistema 
cartesiano de coordenadas. En un sistema polar de coorde- 
nadas a las regiones indicadas les corresponde el rectángulo 
G= 14 <r<£t,y ML4<0<L£a (4 >0, La — ly = 2). 
Se exigo hallar la solución de la ecuación 
109 19 du 
Fa ls) 7 y) 1, 

(r, 9)E6, (1) 
(ue sea periódica según «q con período 21 y que satisfaga 
sobre la frontera del rectángulo G las condiciones: 
1) pra r=£,fkh<<L£, 6 bien las condiciones de 
contorno de primer género 


u (r, p)=81 (0), (2) 
44% 


ó de segundo o tercer género 
0u 
—k, ¿7 =xju— 81 (q); (3) 


2) parar=b 0>0,L<0< £y 6 bien las condiciones 
de primer género 


u lr, p)=81 (9), (4) 
Ó de segundo o tercer género 


du ps E 
ha pa Gu— 81 (9); (5) 
para r = 1, =0 se pone la condición 
. 0 
lím rl, ¿2=0, (5 


la cual separa una solución acotada. 
Se supone que los coeficientes satisfacen las condiciones 
tal) >04>0, (rr o >0ów>0, q(r, 9)>0, 


«E (p) > 0. 


Examinaremos combinaciones cualosquiera de las condi- 
ciones de contorno (2)—(5). Construyamos los esquemas de 
diferencias correspondientes a los problemas de contorno 
indica los. 


En la región G introduzcamos una red rectangular no 
uniforme arbitraria 
o= (0) ES mn sra, 1< ISO, 
res lo Tm =ds > O ht, 
1S]<Na. Vo = lo On = Loj- 
El paso medio A, (¿) está definido en el punto f del $ 2, 


y el paso ña (7) en el punto 4 del $ 2 por la fórmula (45). 
Befinamos la función reticular p (2): 


LAVA, 1=0, 
000 rta ao, 1<i<N,—1, (7) 
Ly —Y hy Ny, ¡i=N,, 


En el caso más simple de coeficientes continuos Kk;, kz, 
g y f determinaremos los coeficientes del esquema de dife- 
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sá 


rencias por las fórmulas 
a(i,)=F (7, 0), ali, =kl0, 0, 
dlip)=9(r +0) v(j=-f(r, 0), 


donde r,==r;—0,5h, (1), py= py—0,5hy (7). | 
Empleando las notaciones introducidas aproximemos (1) 
por la ecuación do diferencias 


4 1 
Ay = (yr) ES pra — dy = —p, 

(8) 
IS<ISN,—1, 0<j<N,—1. 


Aquí para compacidad de la escritura son utilizadas las 
relaciones 


y, )=y( Nea+p,]=0, —l, agli, 0) = ag (1, No), 
ha (0) = ha (We), (9) 
que son consecuencia de la condición de periodicidad. 


Las condiciones de contorno (2), (4) se aproximan exacta- 
mente 


JN, D=eégÍ (q) y0, 3) =é£ (mp), 
OE N,— 1 (10) 


El análogo de diferencias de las condiciones de contorno de 
tercer género (3), (5) tieno Ja forma (para 0 < 3 < V¿ — 1) 


E A Y 
sa rai a 


an 1 casa Bac 
== Yer Y) (a e) y= 


= —p — dEl ¿=0, (12) 


Aquí se utilizan las relaciones (9). 

Queda por construir una condición de contorno de dife- 
rencias sobre cl lado r = ¿, para el caso, cuando £, =0. 
Ya que todos los nodos, que están sobre el lado r = Ó, se 
identifican, entonces 


y(0, 1) =Y 0<]<N¿— 1. (13) 


A. continuación, como el origen de coordenadas es un punto 
interior del círculo, entonces, escribiendo la ecuación (1) 
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en un sistema cartesiano de coordenadas y aproximándola 
sobro una red radial-anular a la condición (6), obtendremos 


No-1 
4 
Ay === ay, —dy == — , ¿=0, 
Y—= pr 2 1 Yr Ha — Oy y 14) 
d (0, j) =da, p (0, )= "Vo 0<Si=<M2¿—1. 
Aquí Yo, do y Yo son los valores de las respectivas funciones 
reticulares en el centro del circulo. 


Así pues, en el caso del círculo tenemos la condición 
do contorno no local (13), (14) sobre el lado r = 0 del rectán- 


gulo G. Los esquemas de diferencias están construidos. 
Para la aproximación de dijerencias de la ecuación (1) en torno 


de r = 0 se utiliza a menudo otra red respecto a r, en la cual no está 
contenido el punto r = 0: 


0= (py Py ri =U+05 hp 051< Ny "y, = La, 
P=QV 1 TF RO). 1<i¡<Np Po = la, Pra = La) 


(para simplificar suponemos que la red es uniforme según r), 


Entonces ay (il, 7) = riktx (72, Dj), 89 (t, 3) = ka lr pp) ete, 
donde r; = if. Las ecuaciones (8) se mantienen sin cambios, y pura 
¿ =0 se escrihe la siguiente ecuación cn diferencias: 


_ Fr : : A = 
Ay = rol 41 (1, j) Y y (1, py + rá (au) dy = — Y 


(aquí ry = 0,5k,, me hy, la cual es un análogo de la condición de 
contorno de tercer género. 


La condición para r = 0 está ausente y no se puede determinar el 
valor de y para r = 0 de las ecuaciones en diferencias escritas. 


2. Solubilidad de los problemas de contorno de diferen- 
cias. En el punto 1 fueron construidos esquemas de diferen- 
cias que aproximan a los problemas (1)—(6). Para un cír- 
culo 6l esquema está profijado por las fórmulas (8), (10), 
(14), (14) y para un anillo, por las fórmulas (8), (10), (12). 
Investiguemos la pregunta sobre la solubilidad de los esque- 
mas indicados. 

Designemos mediante w0* la parte de la red 6: o* = 


= ((r1, qyEo 0<I<N, 0<j<N,—1). El 
espacio ¿7 consiste de las funciones roticulares definidas 


sobre w* y que satisfacen la condición complementaria 
y (0, j) = const, 0 << N¿— 1, si l, =0. Definiremos 
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el producto escalar en ff por la fórmula 
Ni Na-1 


(u, 0)= 2 2 E (E, )o(, Po(1HA, (1) 4, (p). 


Sa puede mostrar, que si la fuución p (¿) está definida 
por la fórmula (7), entonces es cierta la igualdad 


(1, 1) =0,5(L;—E) (L¿— Lo) =x (L,— 5), (15) 
es decir, el cuadrado de la norma de la función, identica- 
mente igual a la unidad sobro w*, es igual al área del cír- 
culo (1, =0) o del anillo (1, > 0). Además si la rogión 


a examinar es un círculo, entonces utilizando la constancia 


respecto de j para ¿ = U de las funciones reticulares de YH 
Ny -1 


y la igualdad 2; fs (G) = La — la, = 211, se puede obtener 
=0 


la siguionte expresión para el producto escalar introducido 
más arriba: 
(u, 0) =Pp(0)%, (0) 2nug, + 
Ni No-1 
+2 2 ul non, (16) 


donde uy = (0, j), Y =v (0, ]). 

Investiguemos la solubilidad de los problemas de dife- 
rencias (8), (11), (13) y (14) para l, =0 y (8), (11), (12) 
para | >0,sid=0, «if = 2x7 = 0 Escribamos los pro- 
blemas de diferencias indicados mas arriba en la forma do 
la ccuación operacional 


Au =f, (17) 
donde el operador A se determina de la siguiente forma: 
Ay =—Ay, y (1, J) =4 (1, j) pra0<i<N, 0<j< 
< N2 — 1 y y satisface las condiciones de poriodicidad (9), 
además y (0, j) = y (0, 7) = cons1. 

Iixaminemos primeramente el operador A, correspon- 
dionte al operador de diferencias Á del problema (8), (11), 
(13), (14). Tomando en consideración que la primera fórmula 


de Green de diforencias para las funciones quo satisfacen la 
condición de periodicidad (9). obtiene la forma 


N2-1 >1 


Ly, (ru), liz — be aUGUGha, 
ju 
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tendrenros, considerando (16) 


e Na-1 Ni 
(Au, 0) =—(Añ, v)= D) hi ()) hyajuzo, + 
i=0 la 1 
Ni 
+ Ss ph, duy + rxfuv| in) + 
i=0 
Ny » N2-1 a me 
+2 SY, hoasuzvs= —(u, Av) =(u, 10). 
im je=0 


Por consiguiente, el operador Á es autoconjugado cn 17. 

Para el operador A, correspondiente al operador de dife- 
rencias A. del problema (8), (11), (12), obtendremos la jgual- 
dad análoga 


Na3-1 Ni a Ni a 
(Au, v)= Y R, (Y hyajuzv- + ), ph,duv + 
3==() iu 1 [ uux () 


+ rx«juv| ¡=0 + rifuv lin) — 
N:! A Na-1 
+ 0 Y hyazuzo; = (u, Áv), 
i=0 j=0 
de la cual se deduce la nutoconjugación del operador A. 
Si d=0 y 42 =0, entonces de la autoconjugación del 
operador A y de la dosigualdad de Cauchy-Buniakovsky 


(Au, u) < || Au || ll u || se deduce que el núcleo del opera- 
dor 4 consiste de las funciones reticulares, iguales a una 


constante sobre la red w*. Por eso la condición de existencia 
de solución de la ecuación operacional! (17) tiene la forma 
(f, 1) =0. Para el problema (8), (11), (13), (14) a ella Jo 
corresponde la condición 


Ni Ng-1 
2 Y ODIAN 
Na-1 
4D, 2, hd Ei (o)=0. (18) 


la cual es un análogo de diferencias de la condición (23) 
del $1, Para al problema (8), (11), (12) la condición de solu- 
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bilidad tienáa la foténia 
Ni Na3-1 


Y AY YANINA (+ 


im) ¿jm() >. 
+ 2 MDILet(on+Ler(on1=0 


y es el análogo de la condición (25) dol $ 1, la cual asegura 
la solubilidad del problema diferencial correspondiento para 
un anillo, 

Si se cumplen las condiciones indicadas, entunces las 
soluciones de los problemas examinados existen y dos solu- 
ciones cualesquiora se diferencian en una constante. La solu- 
ción normal de estos problemas satisface la condición 
(y, 1) =0. 

Sea y una de las soluciones, la cual se puede hallar, por 
ejemplo, fijando la solución buscada en un nodo de la red. 
Entonces, teniendo en cuenta la igualdad (15), obtendrernos, 
que la función 

O A AA ER 
II A 
es la solución normal. 

OBSERVACION. Si determinamos la función reticular p (1) 
mediante las fórmulas 


1<i<N,p(0) Far Dl 
== = l 5 == 
p(i)="r;, <= y, P L, 1>0, 


evtonces cambia solamente la igualdad (15) para el caso, 
cuando ¿, =0. En cste caso tendremos 


(1, 1)=1514 40 a=a(10443), 


3. Principio de superposición para un problema en el 
círculo. La resolución de los problemas de diferencias en 
un círculo se complica por la presencia de la condición de con- 
torno no local (14), prefijado para ¿ = 0. Observemos, que 
si el problema cs degenerado y se cumple la condición de 
solubilidad (18), entonces es cómodo separar una do las 
soluciones, fijando su valor en el centro del círculo, es decir, 
prefijando y(0, j) = Yo, O<j<N,—1. En este easo 
la condición (14) no se utiliza, y el problema obtenido con 
Yo Jado es análogo al problema planteado para ol anillo con 
una condición de contorno de primer género sobre la circun- 
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feroncia interior. Sea ahora el problema de diferencias (8), 
(11), (13), (14) no degenerado. Mostremos que su solución 
se puede hallar, resolviendo dos problemas nuxiliares Con 
oi do contorno locales do primer género para ¿ = 0, 
Nai Te 
de a la solución del problema (8), (41), (43), (14) 
en la forma 


Y (1 J)=v(b, J) + yoo (t, 7), 0<i<N,), 
0<5i1< Nz —1, (19) 


donde y, es el valor de la solución buscada en el centro dej 
círculo, y v(i, j) y w(i, y) satisfacen las condiciones de 
periodicidad 


Di, 7) = y (2, ÑN, añ j), w (t, 1) = 0 (i, ÑN, En J), 
=0, — 


y son las soluciones de las siguientes problemas de contorno: 


1 1 t 
y (ds to (2205). —dv= — p, al (20) 


de j)=0 > ¿=0, 0<j¡<V,—1, 
PB TN 1% 
E oh r (0715). (a + )v= Ye i=N,, 


Aw= => (440%), + (2205). —dw=0, 
1Si<N 4, 0<j<N,¿—1, 
is =1, 1=0, 


rei 
A ¿ed ple A (ayu; Ds —(d UTE ph; E] w—= 0, | 
i=N,. ) 


Es evidente, que la función y, definida de acuerdo con 
(19), satisface Ja ecuación (8) y las condiciones (11), (13). 
Queda por determinar yy. Sustituyondo (19) en la condición 
(14) aún no utilizada y teniendo en cuenta Jas condiciones 
de contorno para v y w, obtenemos 


(21) 


Ny3-1 
[25pA rpo+ yz ato (lio 
is o e 
[251p1d, — > atra (Dio 
0 


Ju 
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Mostremos, que el denominador on (22) es diferente de cerd. 
Para esto multipliquemos la ecuación (21) escalarmcnto 
por tw. Utilizando las condiciones de contorno para to, la 
relación de periodicidad y las fórmulas de Greon de dife- 
rencias, obtendremos 


Ni¡-1 Na-1 
0= Y >) (40) wph,ñ, = 
jui =0 
Ng¿-1 
— > Pia (aTtiw,| uo + Er Tw?lien,) — 

Nina MN 

-Y Y at — Y Y) [A ao + Mao du]. 
imi j=0 [=0 jm0 


Ya que la función w os diferente de una constante, d > 0, 
la => C>0,0a0=1,2, y xi>0, al mismo tiempo d* + 
+ (x1)? + 0, ontonces de aquí obtenomos, que 

Di E 
e altwrhz[ ¡uo <0 
y, por consiguiento, el donominador en la fórmula (22) es 
diferento de cero. 

Así pues, la solución del problema inicial (8), (11), (13), 
(14) se reduce a la resolución de los dos problemas (20) 
y (21) con condiciones de contorno locales y a encontrar yo 
por la fórmula (22). La solución y buscada se encuentra por 
la fórmula (19). 

Señalemos, que si sobre el lado r = £, está dada la con- 
dición de contorno de primer género y (N,, j) = gi (py), 
entonces para las funciones uv y tw en lugar do las condiciones 
de tercer género en (20) y (21) so debe poner v(N,, j) = 
=€i (0) y W(V,, J)=0 para 0<j< N2 — 1. Lu fór- 
mula (22) para yo se conserva. Si los coeficientes k,, la, q 
y XÍ no dependen de q, entonces tampoco deponde de y 
la solución w del problema (21). En este caso para las funcio- 
nes w nosotros tenemos el problema de una dimensión 


(a19),—dw=0, 1<i<N,—1, 
w(0, j)=1, ¿=0, 
(14) w=0, i=N,, 


el cual se resuelvo por ol método do factorización. 
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4. Métodos dircetos de resolución de ecuaciones ci un 
círculo y en un anillo, De lo dicho más arriba se deduce, 
que es suficiente limitarse al examen de Jos métodos de reso- 
lución de los problemas de diferencias (8), (10)—(12). Al 
principio vxaminermnos el caso, para el cual los probleinas de 
diferencias indicados pueden ser resucltos por uuo de los 
métodos directos expuestos en los capítulos III y IV. 

Sean los coeficientes k,, k, y y de la ecuación (1) no de- 
pendientes de q: /, =Xk,4r), te = ka (r), q = q (1). Tal 
situación Llieno lugar para la ecuación do Poisson en un 
sistema polar de coordonadas. Sean, además, xi y xj cons- 
tantes on las condiciones de contorno de tercer género (11), 
(12). Se suposno que la red vw es uniforme según «q, es decir, 
ho (1) = 2, y puede ser no uniforme 3egún r. ajo las supo- 
siciones indicadas las ecuación on diferencias (8) con cual- 
quier combinación de las condiciones de contorno (11)—(12) 
puedo ser resuelta ó bion por el método de reducción comple- 
ta, Ó por el método combinado de reducción incompleta 
y el de separación «do variablos. 

Ilustremos la posibilidad de aplicación de los métodos 
directos en un ejomplo, en el cual sobre los lados r = l; 
y r=L, ostán prefijadas las condiciones de contorno de 
tercor (segundo) gónero (11), (12). Otras combinaciones de 
condiciones de contorno se examinan análogamente. 

En virtud de las suposiciones hechas los coeficientos 
del osquema de diferencias se determinan mediante las 
fórmulas 


as (1) =r¿k, (11), 22 (6) =k(7 1), 

d (2) =3 (ri), 
y como la rod w es uniforme según q, entonces el operador 
de diferencias (1245) - se cambia por AY 


Reduzcamos el problema do diferencias (8), (11). (12) 
al sistema de ecuaciones vectoriales tripuntuales 


—Y yy-1+CY Y, =Fp ¿¡=0, 
Y HOY y— Y 114 2Fy, 1<]<N3—2, (23) 
—Y mw -2+CYm-1—Yo=Fm-1r j¡=Ne—1. 
Aquí para 0OZ]<N¿—1 son utilizadas las nobatiotes: 
Y, Ni (y (0, Pp, y (t, J), o. Y (N,, 1), 
Pos IDO. e O BR ERAN 
CY), -1QL—0ADJY(0, ... (QE—0n, AY YN), 


43% 


donde 


181 (9) 8 
peo DA i=0, 


(0, )=x3p(b ) 1<:¿<N —Í, (24) 
Li81 (44) 0 
AA DAGA NO * i=NÑ,, 
el operador en diferencias A, actúa de la siguiente forma: 
E ur—(1+ HE) y, ¿=0 
pRy r ph , ) 
4 ; 
Ay =1 SA —dy, Í<i<N,—1, (25) 


ri "E 
(4 2) Y: o 
y, finalmonto, 9, = p? (i) Az/as (1), OXI<N) 

El sistema (23) se obtiene de (8), (11), y (12) al multi- 
plicar cada ecuación por el correspondiente 8; y pasar a Ja 
escritura vectorial. 

Recordemos quo el algoritmo del método de reducción 
completa para el sistema (23) está descrito en el punto 2 del 
$ 4 dol cap. TI. En cl método combinado se utiliza el algo- 
rilmo de Ja transformación de Fourier discrota rápida, el 
cual está citado en el punto 4 dol $ 4 del cap. IV. Estos 
métodos se caracterizan por la estimación O (N_N, logs N,) 
de operaciones aritméticas para N¿ = 2”, 

5. Método de las direcciones variables. Supongamos ahora 
que los coeficientes on la ecuación (1) y en las condiciones 
de contorno (3), (3) satisfacen las condiciones h, = k, (+), 
ka = ka (p), q = const, x*+ — const, es decir, para el pro- 
blema (1), (3), (5) aplicaremos el método de separación 
de variables. Se supone que la red w es no uniforme por 
cada dirección. Examinemos la ecuación en diferencias (3) 
con cualquier combinación de Jas condiciones de contorno 
(10)— (12). Bajo las suposiciones hochas se separan las varia- 
bles en el esquema de diferencias. y su solución aproximada 
puode ser hallada con ayuda del método de las direcciones 
variables con la colección óptima de los parámotros itera- 
tivos. 

Para un ejemplo examinaremos el problema (8), (11), 
(12) con condiciones de contorno de tercer género para r = 1 
y r = £,. Escribamos este problema en la forma 


Ay=-—f  0<SI<N, 0SI<N¿—1, 
A=A,+A», f=p*, 


1 


(26) 
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donde Ás = p?A,, el operador A, está definido en (25), 
el operador A, se da mediante la igualdad Ajzy = (ayz)he, 
al mismo tiempo se cumplen las relaciones (9), y el segundo 
miembro f está defiuido en (24). La ecuación (26) es obte- 
nida de (8), (11) y (12) al multiplicar por p*. 

En virtud de las suposiciones hechas los coeficientes del 
esquema de diferencias (26) se eligen por las fórmulas 


ay (i)=rk, (11) as(1)=k (9), d¿=q=const. 


_ En el espacio H de las funciones reticulares, dadas sobre 
0*, id Ena alii escalar 


E AO a (e, po (e, y. (27) 

i=0 jm0 
Definamos los operadores A, y A», que actúan en J7, 
de la siguiente manera: A¿y = — AY, donde y (i, j) = 
=H (it, j) pra0<:<N,0<j<N,— 1 y y satisface 
las condiciones de periodicidad (9). Entonces el esquema (26) 
puede ser escrito en la forma de la ecuación operacional 


Au=f, A=A,+4s. (28) 
en el espacio H. 
Para resolver la ecuación (28) utilicemos el método de 


las direcciones variables, cuyo esquema iterativo tienc la 
torma 


Pl ARRAY 1, k=0,4, ..., y EH, 
> (04 E + Aj) (O R E-+ 40), Ta = mp? > Oj 


ph autoconjugación de los operadores A, y Ay en el 
espacio H se establece con ayuda de la fórmula do Green de 
diferencias, y su conmutatividad se comprueba directa- 
mente. 


(29) 


Hallemos ahora las cotas de los operadoros A, y Ag, es decir, la 
constantes a y Ag, € = 1, 2, en las desigualdades 


Sa (u, 1) < (Agu, u) < Aa (u, u). 


Hallaremos primeramente 9, y Ay. Ya qu e para la función d ($, y) 
la cual satisface la condición de pe ad (9), tenemos 


MOR 
(A¿U, u= —(Azu, 1) => y y a 0 (aguZ)i, 
le=(l j=0 
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énlontes 


8¿=0, Ag= Máx 
0E£IE N9— l 


l as (1+1) , a7(0) ] 2 
DATE TT 


Aqui fueron tenidas en cuenta las relaciones (H1 para «y y hz. 


A continuación, utilizando un analogo del lema 46 del orde id 
haJlaremos, que Ú, se puede estimar de la siguiente forma: 1/5, 
= náx Y (i), donde v (í) es In solución del problema de contorno 


SiN 


Pla). —dpr= —1, lg ica NA, —i, 


saco +) == E 
) —(1+- po==4. 450, (36) 


E) problema (30) se resuelve por el método de factorización. 
Obtengamos ahora una ación para Utilizando la primera 
fórmula de Grecn de diferencias y la Aeriada (27) para cl producto 
escalar, hallaremos 
AN ” Do 
(Ayu, u)= —(Ayu. 3) a 50) Y ly (Da (0 e, d+ 


Ni 
+4 OOO, Ata o, + Ly fu (Ny, 09]. 


1D 


Estimemos la on que se encuentra en los corchetes. Del 
análogo del lema 16 del capítulo Y obtendremos la estimacion 


Ñ 1 
d Y (DO), pela (0 Dirt (NV, NS + 
i=0 si 
< May | Y GUaT h(D)+ 3% ? A u? li, D], (31) 
j=1 
donde m,= máx w(0), y w(i) os la ria del problema 
USiZN) 
p (20). —w= —dp?., 1<i<V,—t, 
par" a” rx e 
=> (a+ E ) er, ¡=0, (32) 
— Lir er q 2 Es 
F, D-— 0 = —(2+ A Jo , t=NÑN;i. 


A continuación, del análogo del lema 17 del capítulo Y obtenemos la 
estimación 


Ni Ñi las 

ds ¿ 
S a, (i) E (1, 4, (0) < ma, y TN E ul (i, 7), (33) 
4 mus ] fu 
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A (N)pqY,) ay (1) p (0) 
BIN y) ? 13 (0)? 
k 20 (1) PP ar(Y , aj (+3) 
EN 1 la (0) LALO * 10440) )) E 
De (31) y (33) su deduce la ostimación 
NL N 


y hjajuz+d A hp luly e Ll, Ss 


< 4 y EN uy», A¡=m,+m4 (1 +m,). 


Multiplicando esta igualdad por fi, (Y) y sumando según ¿ desde U basta 
N, — 1, obtendremos (Aju, uy) < A, (u, u). 


Así pues, hemos hallado las constantes 04 y Al, 4 = 
== 1, 2. Recordemos que las fórmulas para log parámetros 
iteralivos 04” y 04” fueron obtenidas en el punto 4 del $ 1 
del cap. Xl. 

De modo análogo se construye el método de las direccio- 
nos variables para el probloma de diferencias (8), (10) con 
las condiciones de contorno de primort génoro. Las constantes 
6, y Al se estiman igual que en el caso examinado anterior- 
mente, solamente en (30) y (32) las condiciones de conlorno 
de tercer género se deben cambiar por Jas condiciones v (0) = 
=0., (NY) =0 y w(0) =0, w(N,) =0. 

Como conclusión señalomos, que para d =0, x* =0 
el probloma (8), (11), (12) es degenerado, y si se cumple la 
condición de solubilidad 


Ni Na-1 N2-1 
S $ poh, + Y, Milari+ gi =0, 
1i=0 ¿3=0 maz () 


entonces al problema tíene solución no única. Para esto caso 
la colección do Jos parámetros of” y wj para el método 
do las direcciones variables (29) está construída en ol pun- 
to 1 del $ 4 del cap. XI]. 

6. Resolución de problemas de diferencias en un sector 
anular. Examinemos los métodos de resolución de los pro- 
blemas de contorno de diferencias para una ecuación olíptica 
sin derivadas mixtas, prefijada en un sector anular. 

En la región G= (| <r<L£, L<0S<Lo 4> 
> 0, L, — l, < 21) se exige hallar la solución de las ecua- 
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ciones (1), que satisfaga sobre los lados r =l, y r =£, 
una de las condiciones de contorno (2)—(5), y sobre los 
lados yq = la y y =£, una de Jas condiciones 


¿ RRA gi). p=l (34) 
E == au—gálr). pla (35) 
u(r, 4) =Eb (0), p=Ly, (36) 

Uv 

=> u—8s(r), 9=Lz (37) 


So supone que los coeficientes satisfacen las condiciomos 
ka (rn, 1) >01>0, 

ky(r. 9) >c4>0 q(r,9>0 E (p) >0. 

xE (r) >0. 


En la región G se introduce una red rectangular 0 no 
uniforme arbitraria (véase el punto 1 del $ 3): 


o =(Ti PYEG, 1 =r +4 (0), 1<1<N 

ro = l, EN A En €4=Pbatktkd1<]<Va, 
Po = la, Pro = Ly) 

y se definen Jos pasos medios A, (1) y fz (7): 


0,5h< (1), m=0 

pa (03 [OS m0 hol i<m<EN¿—1, 
0,0ha (No), m=N o, a=1, 2. 

La ecuación (1) se aproxima por la ecuación en diferoncias 


(aya + 7 (a), — dy = — (38) 


ón Node ELN 


Las condiciones de contorno de primer género (2), (4), 
(34), (36) se aproximan exactamente: 


yIN,=g81(0N, y(0, 1) = El (p), 0<j< Na», (39) 
y (i, N,) = 8 (rd. y (, 0) =g8 (ri), O<Si<N;. (40) 


Las condiciones de Lercer género de y (5), prefijadas para 
Ly yr — l,, se cambian para 1 <j< N, — 1 por las 
comision (14) y (12). 
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St análogo de diferencias de las condiciones de contorno 
(30) y (37) tiene la forma 


1 uy! 
ja, “da | —_——e mn — 
p QUE | ph, Yo (a Ll e 2) y 


-—p Hi, ¡MN (42) 


Si sobre los lados del rectángulo que se intersecan están 
dadas condiciones de contorno de tercor género, entonces en 
los nodos angulares de la red 6 se ponen las siguientes con- 
aid e contorno: 


E rYi Ay 
ABN A 
if Ph, mE, (4.3) 
Slt= j 0; 
_ A y | . FAj 2) w 
ph, El p?2N, Yy d e: eN 4- Ph y= 
Y e 21 ( l y) 
316 Ni 350: 
at e rki Ax; o 
e 
alos SE pe y 
| ph Ph, a ( l ») 
sii 0,j-= ÑN,; y. finalmente. 
A A fa | LA áb E) al 
pm 97 a YN py) Y 
loci E E 40 
A 
sti AT Asa aa 


Si se examina el problema en diferencias (38). (11), 
(12), (41) —(46) con d=0, x*.=0, a = 1, 2, entonces 
la solución existe, si se cumple la condición 


pr 2; Apia +A la(Ligi+1180+ 2 A, (83 -1- 83) =0 
3=0 í=0 1 () i=0 
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la cual es el análogo de diferencias de la condición (27) del 
$ 1 de solubilidad del problema correspondiente para lu 
ecuación diferencial. Con esto dos soluciones cualesquiera 
do] problema indicado se diferoncian en una constante. 

La afirmación citada se demuestra casi igual que como 
fue hecho en el punto 2 del $ 3, para el caso de un círculo 
y un anillo. Aquí el producto escalar on el espacio £7 de las 


funciones reticulares, dadas sobre 0, se define por la fór- 
mula 


Ni Ny 
(u, )= 2 PO poli, 0 (1) A, (0) A (7). (47) 


Señalemos, que los coeficientes 4,, dz, q y la función p (1) 
en este punto se determinan, como en el punto 1 del $ 3. 

Hagamos una observación con respecto a los métodos de 
resolución de los problemas de diferencias construidos. Si 
los coeficientes lex, lea y q dependen de r, x2 son las constan- 
tes, y x3 =0, si están dadas las condiciones de contorno 


(3), (5), (35), (37), y si la red w es uniforme según q, entonces 
los problemas de contorno correspondientes puedon sor 
resueltog por los métodos directos, construídos en los capí- 
tulos III y IV. 

Si se cumplen las condiciones k, = k, (7), k, = ka (9), 


q =const, xz = const y la red w es no uniforme por cada 
una de las direcciones, entonces para la resolución de los 
problemas de diferencias se puede utilizar el método de las 
direcciones variables con el conjunto óptimo de los pará- 
metros. En este caso, al igual que fuo hecho en el punto 
anterior, las ecuaciones en diferencias se deben multiplicar 
previamente por p*? (i). 
7. Caso gcneral de coeficientes variables. Examinemos 
ahora ol caso, cuando las variables no se separan y la solu- 
ción del problema de contorno de diferencias se encuentra 
con un método iterativo. 

Supongamos, por ejemplo, que se exige hallar la solución 
del problema de Dirichlet para la ecuación (1) sobre la red u 


bajo las suposiciones, de que la rod 6 es uniforme según 


pl(khs (1) =h.2), q =0, y los OcIIcasn y Ira satisfacen Jas 
condiciones 


0<c<k, (rr. 0%, a=1, 2, (48) 
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lBajo estas suposiciones el problema de diferoncias se 
escribo en la forma 


Ay==3 (4:95) +or 7 (024 5)9 == — 1, (r, $) Eo, 


49 
y (r, p)=81r, de (rr, pEy, 
donde 
a (1, )=F¡ks (ra, 61), ar(i, j)=k2(r,, p)), 
r¡=r,—0,0h, (0, Py =Py—0,5h>. 


En el espacio H de las funciones reticulares, dadas sobre vw, 
definiromos el producio escalar 


(90) 


Nj-1 Na-1 
1)= 3 Den 


y los operadores A y R, los cuales actúan en H, Ay = Ay, 
Ry = — Ay, donde y (r, 9) =y (7, 9) para (1, 9) € o y 
y (r, p) =0 para (r, q) € y. Aquí el operador en diferen- 
cias R se defino por la relación 
a 1 
AY = GUY): + Y (MP 


Utilizando las fórmulas de Green de diferencias, se puede 
verificar, que los operadoros A y R son autoconjugados en H 
y, además, para cualquier y € HU Lienen lugar las igualdades 


Ni Na-1 Na Ni-1 

(Ay, y =>» ayihyho + Y y = ys, ho, 
i=1 jui ji 1íal 
Ni N¿-1 Na Ni-1 


(Ryy=D) Y tt Y Y 


im»j joel jon domi 


De aquí y de (48), (50) se deduce, que los oporadores A y £ 
son energéticamente equivalentes con constantes y), == C, 
y Ya = Ca: 

Y (Ry, y <(Ay, y) < y (Ry, y), 11 >0. (51) 


El problema de diferencias (49) puede ser escrito en la 
forma de la ecuación operacional 


Áu = , 
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con el operador A definido más arriba. Para su resolución 
utilicemos el esquema itoralivo implícito 


pl A, k=0, 1, A YE KÍ, ($2) 
donde B = RA. 


De la teoría genoral de los métodos iteralivos, expuestos 
en el capítulo VI, se deduce que si los parámelros Tr+pg 
en el esquema (92) se eligen mediante las fórmulas del méto- 
do de Chebishev 


A A 
1+Pouh ” 
2i—1): L 
tz EMMA =( —cos PEZ 1<i<m), k=1,2,...,1 
entonces para el error 2, = Yn — u será ciorta la estimación 
llYn — U lp < € ll Yo — Y lo, 

dondeD =A6D =B,D =AB-4, y ol número de ilera- 
ciones satisface la estimación 


n > mn, (e) = In (0,5e)/u p,. 
Aquí 


Ty = 


e 
Ya que y; y ya no dependen do los pasos de la red w, onlonces 
ec) número de iteraciones es proporcional a [ln 0,5£ | y no 
cambia al hacerse más fina la red, 
Para encontrar ya+, Obtendremos el problema do dife- 
rencias 


RYurr = EP, Ar, MEW, Yann =8E, (PEO 


del segundo miembro conocido F =— HYx — Trar (AY, + y). 
Señalemos que este problema satisface todas las condiciones, 
que permiten encontrar su solución por uno de los métodos 
directos, por ejemplo, por el método de reducción complota 
con un gasto de O (N,N, log, Ny) operaciones aritméticas 
para N¿ = 2”. De esta forma, el número total do operacio- 
nes que es nocesario gastar para encontrar la solución del 
problema de diferencias examinado con exactitud e, se 
estima por una magnitud O (V,N, log, Na Jn (2/8). 

De manera análoga, pueden ser construídos, bajo las 
suposicionos correspondientes, los métodos iterativos de 
resolución de los problemas de contorno do diferencias 
planteados on los párrafos anteriores en sistemas cilíndricos 
y polares de coordenados. 


Suplemento 


Construcción del polinomio 
de menor desviación del cero 


1. En el $ 2 del cap. VJ durante el examen de los esquemas 
ilerativos de dos capas fuc formulado un problema: construir un poli- 
nomio de grado nr, que tome el valor 1 en cero, y cuyo módulo máximo 
sobre el segmento [y,, y») sea mínimo. 

HKesolvamos este problema. Nos será cómodo realizar todas las 
investigaciones no sobre el segmento [y,, ya], sino sobre el segmento 
[—1, 1]. Para esto haremos una sustitución lineal de variable, que 
llevo el segmento y, < ¿< yz al mento —1< z< 1, y el punto 
Y, 21 punto 1. Este cambio tíene la forma 


To Ys > ARE" Ya 


Para tal cambio al punto ¿ = 0 le corresponde el punto z = 1/p, > 1. 

De esla manera, el problema formulado más arriba es equivalente 
al problema: entre todos los polinomios de grado n que toman el va- 
lor 4 en cl punto x = 1/p, > 1, hallar el de menor desviación del ceru 
en el segmento [—1, 41). 

Este es el problema clásico de Chebishev de la teoría de apruxima- 
ción de funciones, cuya solución es conocida, pero a nosotros nos será 
útil hallar esta solución de nuevo. Para esto tendremos necesidad de: 

TEOREMA 1. Cualesquiera sean las functoncs continuas g (1) >0 
y f (1) sobre [—1, 1], existe un único polinomio P, (x) de grado no supe- 
rior de n tal que 


dn== máx g(|f(2)—Pn(D|= 
e OS | 
= mín máx —¿(lmi—R, (m!. 
(Rao) 1570 
AÍXN 


Este polínomio se caracteriza totalmente por la propiedad siguiente. 
el número de puntos sucesivos del segmento [—1, 1], un los cuales la 
función g (2) Y (1) — Pa (2)) loma el valor q, con signos alternados 
no e3 menor que rn + 2. 

Transformemos el problema planteado al prublema quo figura en 
el leorema 1, Teniendo en cuenta, que el polinomio buscado toma el 
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valur 1 en el punto zx = 1/pp, representémoslo en la forma 


1 l— ppt A 
2 ii —il—_— — oo | «oo. 
donde R,-, (2) es un polinomio de grado no guperlor de n — 1. 

De aquí se deduce que nuestro prublema se reduce al problema de 
buscar cl polinomio R,., (x) de grado no mayor que rn — 1, el cual da 
la mejor aproximación uniforme con peso g£ (1) = (1 — Poz)po > O 
de la función f (1) = po (1 — Ppz) sobre el segmento [—1, 1). 

Precisamente este problema figura en el teorema 1. 

Pur eso sobre la base del teorema 1 existen al menos n -|- 1 pun- 
(03 Ty, Ta + - -<» Tpn+1 del segmento [—1, 1), en los cuales ol polinomio 
P, (7) buscado Loma el valor q, con signos alternados. 

Al principio mostremos que tales puntos deben ser exactamente 
igual a n + 1. En efecto, para que una función contínua pueda tomar 
los valores diferentes de cero q» Con signos alternados en más n + 1 
puntos sucesivos del segmento [—1, 1), clla debe anularse snbre esto 
segmento en no menos de n puntos. 

Puesto que el polinomio P, (x) es diferento del identicamente 
nulo, entonces subre el segmento [—1, 1) él puede anularse en no más 
de r puntos. Por eso mismo, el polinomio P,, (z) buscado toma el va- 
lor q, con signos nlternados exactamente n + 1 veces sobre [—1, 1]. 

Caractericemos estos puntos. Si el polinomio P, (7) toma el valor 
máximo cn un punto interior del segmento [—1, 1] entonces la deri- 
vada Pr (x) se anula en este punto. Pero el prado de P» (x) es igual a 
»n — 4 y, por consiguiente, la derivada del polinomía buscado puede 
anularse solamente en r — 1 puntos. Por eso el polinomio buscadu 
tiene n — 1 puntos extremales interiores sobre [—1, 1) y por lo tanto, 
dos extremos de frontera, e3 decir 


| Pra (| == | Pr (1) | o G.- 
Ást pucs, tenemos 


Palo) ==0, all... MAP. Elton. 1=1%d 4 .. 
 n Fl, 

donde wy son las raíces del polinomino y xy los puntos oxtrermales 

—1A == LE p41 < On <p <X...<X0<7<0<12% xl, 


Además, como P, (1/pp) = 1 y todas las raíces del polinomio P, (2) 
descansan sobre cl segmento [—41, 1], entonces P, (1) = qn y, por 
consigulente, son válidas las igualdades 


P, (xp) = (—0 kn, )=1,2.. n+1. (1) 


Tiene lugar 

LEMA 1. El polinomio Pa (1), el cual entre todos los polinomios de 
n-ésimo grado que toman el valor 1 para r = 1Ífp,, es el de menor desvta- 
ción del cero sobre el segmento [—1, 4l, satisface la ecuación diferencta 


¡il — 22) (2 — nu? (q — PM. (2) 


Kealimente, por lo demostrado los puntos za, 2y, +» ., £, SON 
ceros simples do polinomio Py (x). Es obvio, que estos puntos son ceros 
de multiplicidad dos del polinomio q% — Pf (2), y por lo demostrado 
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lus puntos 2,41 == —1 y 2, = 1 son ceros simples de este polinomio, 
Por eso los polinomios (1 — 2%) (Pr (+) y q — P2 (zx) de grado 
2 tienen los mísmos ceros. Por lo tanto, ellos son proporcionales, es 
decir 


(1—12) (Pp)=c (97 — Ph (7). 


Jrualando los cooficientes de mayor grado según z de ambos polino- 
ios, encontramos € = n?. El loma está demostrado. 

2. Pasemos a la construcción del polinornio P, (2), utilizando 
la ccuación (2). Esta ccuación, además de la función desconocida 
P,, (2), contiene también el parámetro desconocido g,. No fijaremos por 
separado condiciones complementarias, que definan univocamente la 
solución de la ecuación (2), sino utilizaremos toda la información 
conocida con respecto a P,, (2). 

Al principiv examinemos la ecuación (2) sobre el segmento 
[—1, 1]. En este caso | P, (2) | < 9n+ Y, por consigulente, de los primer 
y segundo miembros de la ecuación (2) se puede extraer la raíz 


dp dí 
+ —__—_—_—=N— ===, UÓ<1<l. 3 
RAYS Ss 


Investiguemos el primer miembro de (3). Si P, (2341) = 4n» Cntonces 
al cambiar z desde x;4+, hasta 7, la función P,, (7) decrece desde 2 
hasta —q,. Con esto el diferencial 4P es negativo, y por eso en el primer 
miembro de la ecuación (3) se debe tomar el signo menos. Análogamente 
encontramos, que gi P,, (2;+1) = —4y, entorices se debe tomar el signo 
más. Tomando en consideración (1), oblendremos, que sobre el seg- 
mento (xj+1, 7) la ecuación (3) debe ser escrita de manera 


: dp dz 
— Y —____—_=n — == , YElLtjx1 2), 
j=L de ..”t rn. (4) 


Obtengamos ahora la expresión para P, (x) sobre el segmento 
[—1, 1). Sea z cualquier punto del segmento [—1, 1), y para defini- 
ción supongamos que z pertenece, por ejemplo, al segmento [2x4 1, al. 

Integremos el segundo miembro de la ecuación (4) según r desde z 
hasta 1. Obtendremos 


1 1 
dz 


R “== = parceséen z 
| V 112 
XxX E al 


Integremos el primer miembro de la ecuación (4). Cuando z cam- 
bia desde xy, hasta z,, la función P (x) cambia de P (2,41) = (—1)%n 
hasta P (2) = (-1)g,. Por eso 


=n 4arcc08 Z. 


PI y Tn 
an dl A) yA 
PE 5,1) 4h — de In 
q 
A ON = y, 
In 
-Tn 
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A continuación, al integrar el primer miembro de (4) desde $ (2) 
hasta P (r,) obtendremos 


Pp) Un 
daP dp 
a] VA» 
P(x) ds (19 AL pa) > 
=hArccos (—1)471 Dun a 
Un 
Pucstu que 
1 Th k-1 *) 
¡ di ¡ dx a » ¡ dx 
pa A—zA ' fg=gi >? 
y yA z Y Vi z TS z 
entonces definitivamonto obtenemos 
n arccos z= (k—1) n-parccos (—4)=1 =e A (5) 
n 


De aquí hallaremos 
P, (1) = q, <Cos (n arccos 2), [|xr!|< dl. (6) 


Suponiendo en (5) 7 = Or € [7141 7), hallaremos las raíces del poli- 


nomio P,, (7) 


(Meg = COS3 


A E E 


La fórmula (6) define ol polinomio P,, (7) para xr € ([—f, 1]. Ha- 
llemos la forma del polinomio P,, (x) para lIzl>i y determinemos 
Gn» Para esto notemos que 
2k—1 

2n 
Por 0so Pa (—1) = adi (1) y, por lo tanto, es suficiente determni- 
nar P, (0) para => 1 

Investiguemos la ecuación (2) para > 1. En cste caso ella se debe 
volver a escribir do la forma siguiente: 

(1 — 1) (PY = n* (P.—q4). 2>1. 

Puesto que > 1, entonces P (2) > 9. y la función crece. Por esu, 
oxtrayendo la raíz, obtenemos 

dp pa dr 
VP=A — Ya=1' 

Al integrar el miembro derecho de esta ecuación desde 1 hasta 7 
el miembro derecho se integrarú desdo q, hasta P, (7). Vur eso 
Pato 


| a 42 y 38)- 


n 


(Wn-h+1] = 6003 (= == 1) = — (0h, k=, es tos.¡y rn. 


x 
Pn (<) aj ¡ dz 
In 


= arcch 7 =n 1n (14 Y 174) =narcch z. (7) 
TO co 
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De aquí obtenemos 

P,, (2) = Gnch (n arcch 7), zr>Í. 
Ya que P, (1) = (—1)?P,, (—3), entonces para 7< 1 hallaremos 
P, (2) ez (—1)%, ch (n arcch (—2)) = qn Ch (a arech 2), <-—!. 


De este modo, para || > 1 obtendremos la siguiente expresión 
para el polinomio P,, (1): 

Pr (7) == qnch (» arcch 2), |xl>Í. (8) 
Mallemos ahora q,- Poniendo en (8) x = 1/pp, y teniendo «n cuenta, 
que P, (1/pp) = 1, obtend remos 


dp == 1/ch (1 arcch (1/pp)). 
Por otra parle, ponjendo en (7) 7 = 1/pp, haMarcmos 


Apra =p 
in LEY AAA y AE VA 
Tn Po Pi 
donde 
VE 2 
py ma Co 3 vE a VU ps Py 


IFVUAP. AFNME CT Ye 14p9' 


Por lo tanto 


1 _ ¿ph 
= _a2n 
ch (n arcch —) +05 
Po 


Uniendo (6) y (8) oblendremos 
Pala =4pnT, (0d 7, (DIT, en, (10) 


<yt. (9) 


In = 


donde 
cos (n arccos 2), |1]| <1, 
ch (n arcch 2), lx] > 1. 


Tn (7) = [ 
ll polinomio 7,, (+) se llama polinomio de Chebishev de primer género 
y de grado n. 
Así pues, cl problema planteado está totalmente resuejto. Su 
s0Jnción se da mediante las fórmulas (9), (10). Regresando a la varia- 
ble +, obtendremos el polinomio buscado 


On MU) =Pn (5) =an75 (==) , 


que es el de menor desviactón del coro sobre el segmento ly,, ya): 


4. 


=-] 


11. 


12. 


13. 


14. 
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